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摘 � 要 � � 尽管土壤水不饱和流问题的数值求解已经广泛地被采用,但要了解土壤水不饱和运动的内

在机理,解析解仍然是无法被取代的。由于土壤水不饱和流的非线性使得解析解的获得非常困难,特别是当

考虑重力作用的不饱和流问题时, 情况将变得更加复杂。所以直到目前, 人们还没有得到考虑重力作用下的

不饱和流方程的完整的解析解。本文提出了一种坐标变换方法, 将重力作用下的不饱和流方程变成了与无重

力作用的不饱和流方程完全相同的形式, 进而首次获得了该问题的一个可用初等函数表达的解析解。本文所

提出的坐标变换方法和所获得的解析解在实验上都得到了较好的验证。
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� � 在土壤水不饱和流动的研究中, 如何对非线性

的流动方程进行求解往往是问题的核心。1931年

Richards将 Darcy 定律引入到土壤水的不饱和流动

中,并与质量守恒定律相结合,得到了描述土壤水不

饱和流动的基本方程, 这标志着土壤水运动的定量

化研究进入了一个新时期。自 20世纪 50 年代以

来,由于Philip[ 1, 2] 的开创性工作, 在不饱和流方程

的精确求解方面取得了重要进展。在 Philip的求解

中以 Boltzmann变换为基础,采用迭代运算的方法先

后获得了第一类边界条件及水平入渗、垂直入渗条

件下的解。虽然 Philip解还不是严格意义上的解析

解,但这些解第一次从理论上给出了土壤水不饱和

流动的清晰图像,并且这些结果在后来的研究中广

泛地被采用,例如,这些解就往往被作为精确解来验

证数值计算的结果。在此以后又有不少人在非饱和

流动方程的求解方法上进行了富有成效的探索,比

如Parlange[ 3, 4]、Broadbridge 和 White 等[ 5]。近年来,

国内也有一些人在开展这方面的研究, 比如张思聪

等[ 6, 7]、Shao 等[ 8]、邵明安等[ 9]、雷志栋等[ 10]、Han

等[ 11]、Xu等[ 12]。然而目前所有这些解的最终结果,

都不是可用初等函数来表达的真正的解析解。

虽然数值求解已经作为处理土壤水运动的一个

有力工具,但任何数值计算都无法清晰地给出物理

过程的内在机制。因为过程的内在机制需要从两个

方面去体现:一是从所得的数学模型的类型和性质

上来体现。如物理学中许多重要的发现都依赖于对

数学模型的类型和性质的解释。二是通过对数学模

型中各参数的物理意义的解释去反映过程的机制。

而数值求解的结果不是用连续函数来表达的, 所以

不存在去解释参数的物理意义的问题。这表明, 在

某些特定条件下, 研究土壤水运动的解析解,在土壤

水动力学方面仍然具有重要的理论意义。

1997年, 李航等[ 13, 14]获得了一个关于土壤水水

平不饱和流动的解析解, 而且这是一个用初等函数

表达的解析解。然而,在土壤水垂直流动方面, 尽管

半解析解或数值解很多, 但目前还未见到最终以初

等函数表达的真正的解析解。本文提出一种坐标变

换方法,将垂直不饱和流方程变换成与水平流方程

完全相同的形式, 从而使水平流方程的求解方法完

全适用于垂直流, 并最终获得其解析解。本文所提

出的这种坐标变换方法, 在处理土壤各向异性条件

下的水分运动和简化数值求解过程方面, 也有一定

的参考价值。
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1 � 重力场中土壤水不饱和流方程的线
性坐标变换

1�1 � 直角坐标系中的变换
在一直角坐标系( x , y , z )中, 对于各向同性的

均质土壤, 考虑重力场作用的土壤水不饱和流的通

量方程可以表示成:

� q= - k ( �)  � x - k ( �)  � y - k( �)
 �z
 z ( 1)

式中, k ( �)为非饱和导水率; �为x , y 两个向上的

水势; �z 为Z 方向上的水势; q 代表水通量。其中:

� � � � � � �z= �+  ( 2)

 为Z 方向上的重力势。

方程( 1)可以写成:

� q= - k( �)
 �
 �

 �
 x- k( �)

 �
 �

 �
 y- k( �)

 �z
 �

 �
 z ( 3)

令: � � � � D( �)= k ( �)
 �
 � ( 4)

� � � � � � Dz ( �)= k ( �)
 �z
 � ( 5)

这样通量方程( 3)式可以表达为:

� q= - D( �)
 �
 x- D( �)

 �
 y- Dz( �)

 �
 z ( 6)

与方程 ( 6)所对应的非稳态流方程的经典表达式

为
[ 10]

:

� � �  � t= ! �[ D( �) ! �] +
 K( �)
 z ( 7)

显然:

� � K ( �)= [ Dz ( �) - D ( �) ]
 �
 z ( 8)

如果设 Dz ( �)与 D ( �)间总可以表达成如下的某个

函数对应关系:

� � � � � � Dz ( �)= G[ D ( �)] ( 9)

由于重力作用为弱相互作用, 并且当 D ( �)  0时,

必有 � 0,所以有 Dz ( �)  0。因此, 在非饱和流条

件下,现假定函数关系( 9)可近似表达为如下的线性

关系:

� � � � Dz ( �)= G [ D ( �) ] = b
2
D( �) ( 10)

式中 b 为一常数。显然, 当土壤水顺重力方向运动

时,必有 b> 1; 当土壤水逆重力方向运动时, 必有

0< b< 1。但因重力作用为弱相互作用,所以 b 的取

值不会偏离1太远。

则通量方程(6)转变成:

q= - D( �)
 �
 x- D( �)

 �
 y - b

2
D( �)

 �
 z ( 11)

将方程( 11)带入到质量守恒方程中得到:

 �
 t =

 
 x D ( �)

 �
 x +

 
 ( y ) D( �)

 �
 ( y )

+
 

 z
b

D ( �)
 �

 z
b

( 12)

现引入如下的坐标变换关系:

� � � � x= x!, � y= y!, � z= bz! ( 13)

则方程( 12) , 或方程( 7)在新坐标系( x!, y!, z!)中的
表达式为:

� � � �  �
 t = ! �[ D( �) ! �] ( 14)

方程( 14)与方程( 7)比较,重力的作用通过坐标变换

关系( 13)式被消除了。这样, 只要我们获得了方程

( 14)的解,然后通过如下的逆变换关系,就可以得到

方程( 12)或方程( 7)的解。

� � x!= x , � y!= y , � z!= z
b

( 15)

如果方程( 13)是顺着重力场方向的运动所采用

的变换,则逆重力场方向运动所采用的变换其变换

系数应当为 1/ b。

1�2 � 柱坐标系中的变换
设一柱坐标为( !,  , z ) , 则柱坐标与直角坐标

的关系为:

� � � � � � �
x= !cos 

y= !sin 

z= z

(16)

设变换后的坐标为( !!,  !, z!)。方程(16)表明变换

与 !,  无关,根据变换关系(13)式和方程( 16)得柱

坐标中的变换为:

� � != !!,  =  !, � z= bz! (17)

相应的逆变换关系为:

� � !!= !,  !=  , � z!= z
b

(18)

1�3 � 球坐标系中的变换
设一球坐标为( r , ∀ ,  ) , 则球坐标与直角坐标

的关系为:

� � � � � �

x= r sin ∀ cos 

y= r sin ∀ sin  

z= r cos ∀

( 19)

设变换后的坐标为( !!,  !, z!)。根据方程(19) , 由

于 z 与 r、∀ 有关, 所以变换同时涉及到这两个变

量。根据变换关系( 13)式和方程( 19)得:

� � � �

x= x!= r!sin ∀!cos !

y= y!= r!sin ∀!sin !
z= bz!= br!cos ∀!

( 20)
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首先求 r 的变换:

因 � � � � � � r= ( x
2+ y

2+ z
2
)

1
2 ( 21)

所以

r = ( x!2+ y!2+ b
2
z!2

)
1
2

= r!( sin2 ∀!+ b
2cos2 ∀!)

1
2 ( 22)

再求 ∀ 的变换:

图 1 � 球坐标示意图

Fig�1 � Conceptional diagram of the spherical coordinates

根据图1, 在原坐标系中, r 在 ( x , y )平面上的

投影为:

� � � � � � � OF= ( x
2+ y

2
)

1
2 ( 23)

相应地, 在变换后的坐标系中, r!在( x!, y!)平面上
的投影为:

� � � � � � � OF!= ( x!2+ y!2
)

1
2 ( 24)

因此,根据变换关系式( 13) , 必定存在: OF= OF!

根据图1 有:

� � � � � OF= r sin ∀ ( 25)

相应地在变换后的坐标系中同样有:

� � � � � OF!= r!sin ∀! ( 26)

因而有:

� � � � � r sin ∀ = r!sin ∀! ( 27)

另外,根据图 1还可以得到:

� � � � � � r=
z

cos ∀
( 28)

因此,在变换后的坐标系中同样有:

� � � � � � r!= z!
cos ∀! ( 29)

将式( 28)和式( 29)代入式( 27) ,并考虑 z= bz!,得:

� � � � � � b tan ∀ = tan ∀! ( 30)

进而得关于 ∀ 的变换关系:

� � � � � ∀ = n#+ arctan
1
b

tan ∀! ( 31)

式中 n= 0, 1, 2, ∀∀

球坐标中的变换关系可以归纳为:

� � � � � r= r!( sin2 ∀!+ b
2cos2 ∀!)

1
2 ,

� � � � ∀ = n#+ arctan
1
b

tan ∀! ,  =  ! ( 32)

这样原球坐标系中的不饱和流方程[ 10] :

� �  �
 t =

1

r
2
 
 r r

2
D( �)

 �
 r +

1

r
2sin ∀

 
 ∀

� � � sin ∀D( �)
 �
 ∀ +

1

r
2

1

sin2 ∀
 
  D( �)

 �
  

� � � � + cos ∀
 K ( �)
 r -

sin ∀
r

 K ( ∀ )
 ∀ ( 33)

经变换关系( 32)式变换为:

 �
 t = 1

r!2
 
 r! r!2

D(�)  � r! + 1
r!2sin ∀!

 
 ∀!

sin ∀!D(�)
 �
 ∀! +

1

r!2
1

sin
2
∀!

 
  ! D( �)

 �
  ! ( 34)

相应的逆变换关系为:

r!= r ( sin
2
∀ +

1

b
2 cos

2
∀!)

1
2 , � ∀! = n#+

arctan( btan ∀ ) ,  =  ! ( 35)

2 � 变换关系的物理意义

前面的讨论表明,重力场所带来的求解土壤水

不饱和流方程的困难可通过线性坐标变换而被消

除。现在讨论我们所采用的线性坐标变换的意义。

先看直角坐标系中的一维垂直运动的情况: 在

图 2A中, 坐标系为: ( x!、z!) , 表明此时的重力场已
被消除。如果在该坐标系中取一组等势线(或等含

水量线) : �1 ( z!= a )、�2 ( z!= 2a )、�3 ( z!= 3a )、

�4( z!= 4a) ,则这一组等势线是一组平行于 x 轴的

直线,且线与线之间的间距恒定为 a。

图 2� 一维垂直流中的一组等势线

Fig� 2� A group of the equipotential lines in one dimensional vertical flow
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� � 如果设变换系数 b= 2, 根据变换关系(13)式,

( x!, z!)系中的这些等势线在原坐标系( x , z )中就变

成了由图 2B所示的直线。图中 z 方向为重力方向,

z< 0是顺着重力场方向运动的情况, z> 0是逆着重

力场方向运动的情况。在 z< 0的顺重力场方向,等

势线之间的间距因重力的作用扩大了 2倍;在 z> 0

的逆重力场方向,等势线之间的间距因重力的作用

缩小了2倍。

如果 x 轴的轴线所在的位置代表供水的水源,

等势线代表不同时间的润湿锋的位置。图 2A 与图

2B比较表明:重力场对土壤水润湿前锋的运动速率

的影响通过坐标变换而被消除,而变换系数 b 反映

了重力场对土壤水运动的作用强度。

其次,看一个关于点源供水的二维球坐标情况:

在( r!, ∀!)坐标系中(此时重力场已被消除) ,取一组

等势线 �( r!= a)、�( r!= 2a )、�( r!= 3a )、�( r!=

4a) ,则这一组等势线为一组围绕供水点 r!= 0的同

心圆,如图3A所示。

如果取 b= 2, 根据变换关系( 32)式, 这些等势

线在坐标系( r , ∀ )中就变成了图 3B 所示的曲线。

图中 z 方向为重力方向, z< 0是顺着重力场方向运

动的情况, z> 0是逆着重力场方向运动的情况。

从图 2和图 3可以看出,重力场对土壤水运动

的影响可看成是因重力而使坐标系沿 z 方向发生了

压缩或拉伸,因此这种影响可以通过改变坐标的标

尺而被消除。

图 3� 球坐标中的一组等势线

Fig� 3� A group of equipotential lines in spherical coordinates

� �

3 � 线性坐标变换方法的应用与实验验证

3�1 � 一维垂直流方程的解析解
土壤水一维垂直不饱和流方程的经典表述

为[ 11] :

 �
 t =

 
 z D ( �)

 �
 z +

 ∃ ( �)
 z (36)

现考虑如下定解条件:

�= �0, t> 0, z = 0

�= �
0
, t= 0, z > 0

(37)

如果采用传统方法,显然方程(36)的解析解的

获得是非常困难的。实际上, 到目前为止还没有一

个以初等函数表达的真正的解析解。下面我们采用

坐标变换方法来求它的解析解。根据坐标变换关系

式(13) ,式(36)在新坐标系中的表达式为:

 �
 t =

 
 z! D(�)

 �
 z! (38)

如果取:

D(�) = Ae%� (39)
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其中 A、%为常数。则方程(38)式的解析解为
[ 11]

:

�( z!, t ) =
1
%ln e%�0- (

A e%�0- A e%�
0

-
1
2
m2

Am
)
z!
t

-
1

2A
z!2

t

( 40)

式中:

m=
z!0

t 0

= 常数

其中 z!0为变换后的坐标系中 t 0时刻的润湿前锋的

位置,应用逆变换关系(15)式得:

m=
z 0

b
1

t 0

=
n
b

(41)

式中: n=
z 0

t 0

(42)

将方程(41)代入方程(40)中, 并利用逆变换关

系(15)式得重力场中垂直向下的不饱和流方程( 36)

式的解析解为:

�( z , t ) =
1
%

ln
e
%�

0- (
Ab

2e%�0 - Ab
2e%�

0

-
1
2
n

2

Ab
2
n

)
z

t
-

1

2Ab
2
z

2

t

(43)

相应地垂直向上的不饱和流的解析解为:

�( z , t ) =
1
%

ln
e%�0- (

Ae%�0- Ae%�
0

- 1
2
b

2
n

2

An
)
z

t
-

b
2

2A
z

2

t

(44)

这里, 我们首次得到了以初等函数的形式表达的关

于土壤水一维垂直流方程的解析解。

3�2 � 解析解的实验验证
采用雷志栋等的实验资料来验证[ 10]。根据该

实验资料,可以得到当 t= 140 min时,不同深度的含

水率列于表1。

根据该实验数据可以得到:

n=
z 0

t 0

=
27

140
= 2�08

根据线性关系( 10)式及指数关系( 39)式,有:

G (�)= b
2
A e

%�
( 45)

利用表1中的实验数据可以计算出 G( �) ,其计算方

法与计算 D (�)的方法完全一样, 计算结果列于

表2。

表 1� 不同深度的土壤含水率
Table 1� Volumetric water contents at different soil depth

z ( cm) �( cm3cm- 3)

0 0�34

5�0 0�34

10�0 0�33

12�2 0�34

14�5 0�335

17�5 0�32

20�0 0�30

22�0 0�28

24�0 0�25

26�0 0�15

27�0 0�05

表 2 � 不同土壤含水率时的 G( �)值

Table 2� G(�) values at different soil water content

�( cm3cm- 3) G(�)

0�34 9�80

0�33 11�6

0�32 9�10

0�30 3�24

0�28 1�68

0�25 0�950

0�23 0�430

0�15 0�090 0

0�090 0�033 9

� � 利用表 2中的数据, 采用最小二乘法可以得到:

b
2
A= 0�002 56, %= 24�31。于是将有关参数代入

( 43)式得:

�( z , 140) =
1

24�31
ln( 3 887- 106. 3z- 1�395z 2)

( 46)

用方程( 46)作图并与实验数据和 Parlange解的结果

进行比较,见图4。

从图 4可以看出, 采用这里的方法可以得到与

实验相当吻合的结果, 其吻合的程度明显优于 Par�
lange解。这里的求解的过程也比 Parlange 方法简单

得多。更重要的是我们所得到的是以初等函数表达

的真正的解析解, 而 Parlange 解法只能得到一个个

分离的数值。
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图 4� 一维垂直流的理论曲线与实测值的比较
Fig� 4� Comparison of theoretical curves w ith experimental data

of the one�dimensional vert ical flow

3�3 � 二维球坐标中润湿锋面的运移规律的验证
这里采用张思聪等的实验资料来验证[ 6, 7]。根

据该实验资料可以计算出坐标变换系数 b 为:

b= 1�31, ∀∀z < 0 � � 垂直向下

b= 0�72, ∀∀z > 0 � � 垂直向上
(47)

根据前面的理论分析, 垂直向上与垂直向下的

b 值互为倒数。所以只要知道了 z< 0时的 b 值,就

可以理论计算 z > 0时的 b 值。根据方程( 47)中

z< 0的 b 值,理论计算得到的 z> 0的 b 值为: 0�76,

这个值非常接近实验值 0�72。表明垂直向上与垂

直向下运动的 b 值的确互为倒数关系。

该实验数据表明,在 z = 0处(该处代表了土壤

水运动未受重力场作用时的情况) ,润湿前锋的运动

与时间的关系为:

r!= 3�08t
1
2 - 0�04t (48)

根据变换关系式(32)和逆变换关系式(35) , 润湿前

锋的运动方程为:

r = (3�08t
1
2 - 0�04t ) sin2 ∀!+ b

2cos2 ∀!

= (3�08t
1
2 - 0�04t )

sin2[ n#+ arctan( b tan ∀ ) + b2 cos2[ n#+ arctan( b tan ∀ ) ]

( 49)

图5是方程( 49)的理论计算曲线与实验值的比

较,由此可以看出理论值与实验值吻合较好。

本文讨论的是一种线性坐标变换, 即假定变换

系数 b 为常数时的情况。前面的讨论表明, 采用这

种线性变换,的确能够获得比较理想的结果。但是,

重力对土壤水运动的支配作用将随土壤含水量的增

加而增强,所以当土壤含水量相对较高时,这种线性

变换关系不一定严格成立。这时应采用非线性变换

的方法。那么, 在什么条件下需要采用非线性变换,

图 5 � 润湿锋运动的理论曲线与实验值的比较
Fig� 5� Comparison of theoretical curves with the experimental

data of the wett ing front

以及非线性变换如何处理等问题, 还需要做进一步

的研究。
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AN APPROACH TO TRANSFORMATION OF COORDINATES OF VERTICAL

UNSATURATED WATER FLOW IN SOIL

Zhang Hong1 � Li Hang2� � Wei Shiqiang3

( 1� College of Agronomy and Life Sciences, Southwest Agricultural University, Chongqing � 400716, China)

( 2� Key Laboratory of Material Cycling in Pedosphere , Institute of Soil Science, Chinese Academy of Sciences , Nanjing � 210008, China)

( 3� College of Resources and Environment, Southwest Agricultural university , Chongqing � 400716, China )

Abstract � � Even though the numerical solution of the unsaturated water flow in soil has been widely applied, the analyti�
cal solution cannot be replaced in understanding the intrinsic mechanism of water flow in soil� Considering the nonlinear in nature

of unsaturated water flow in soil, analytical solutions should be extremely difficult to obtain, especially as the gravity is taken into

consideration� Thus, so far, there is not any analytical solution available for those issues with both the gravitational effect and the

nonlinearity under consideration� In this contribution, a coordinate transformation approach is suggested, enabling us to avoid the

obstacle of the gravity by removing the item of gravitational effect in the equation� Subsequently, the equation for describing un�

saturated water flow in the gravitational field bears the same form as the equation neglecting the gravitational effect� As a result,

for the first time, an analytical solution that can be expressed with the algebra form is obtained� The relational theoret ical results,

including the new method of coordinate transformation and the analytical solution advanced in this paper, have been verified in

experiments�
Key words � � Vertical unsaturated water flow; Coordinate transformation; Analytical solut ion
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