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　　对应分析 ,又称对应因子分析 ( Correspondence

Factor Analysis , CFA ) , 是 由 法 国 学 者 Jean2Paul

Benze·cri在 20 世纪 70 年代提出的一种几何分析技

术[1～4 ] ,是主成分分析技术的拓广[2 ] 。CFA 依靠主

成分分析的降维手段 ,使高维问题变为低维问题 ;采

取独特的数据预处理方式使样本矩阵 Q 和变量矩

阵 R 呈对称性 ,并从数学上证明了 R 与 Q 具有正交

关系 ,有相同的特征值 ,从而可以在相同标度的因子

轴坐标系中同时标度变量和样本[1～7 ] 。CFA 依据被

标注点群的聚散状况 ,解释与判断变量之间、样本之

间以及变量与样本之间的多重内在联系 ,已在众多

领域得到了广泛的应用。CFA 的解析原理是[1 ,3 ] :

在同一标度的因子平面或空间里 ,临近的变量点 ,表

示它们密切相关或来自同一源 ;临近的样本点 ,则表

示它们密切相关或属于同一类 ;靠近样本点的变量

点 ,表示这些变量对这些样本点具有造成、导致或其

他某种关系 ,其相关程度可由它们之间的距离表示。

聚类是人类认识事物的重要手段[8 ] ,因而 ,人们在使

用 CFA 时往往要将这些点群分成几类 ,使类间差异

性和类内相似性都尽量大 ,以更方便揭示其多重内

在联系。显然 ,这是一个聚类数目未知的模糊聚类

问题 ,若根据经验随意确定 ,往往导致不正确的分析

结果[9 ] 。为此 ,本研究将 Xie 等[9 ,10 ]提出的模糊聚

类有效性函数 S 引入模糊 C2均值聚类 ( Fuzzy

C2means Clustering ,FCM) [8～10 ]算法中 ,取 S 随聚类中

心数目 C 变化曲线中最小值对应的 C 作为最佳聚

类数目 ,并用实码加速遗传算法 ( Real coding based

Accelerating Genetic Algorithm ,RAGA) [11 ]优化该复杂

非线性模型 ,同时获取最佳聚类数、聚类中心及各点

隶属各中心的隶属度 ,实现了聚类数目未知下的最

佳快速排序 ,提出了基于模糊 C2均值聚类的对应分

析方法 (Correspondence Factor Analysis based on Fuzzy

C2means Clustering ,CFA2FCM) 。将 CFA2FCM 用于巢

湖的非点源污染研究中[9 ] ,剖析了巢湖流域不同土

地利用方式与营养物地表径流输入之间的对应关系。

1 　CFA2FCM 的建立

CFA2FCM 的建立包括以下 7 个步骤 : (1)原始数
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据预处理[1 ,2 ,5～7]。设原始数据矩阵为 X = { xij | i =

1 ,2 , ⋯, n ; j = 1 , 2 , ⋯, m} ,其中 n 为样本数目 , m

为变量数目。将 X 转化为新数据阵 Z = { zij | i = 1 ,

2 , ⋯, n ; j = 1 ,2 , ⋯, m} :

zij =
x ij - xi . x . j/ T

( xi. x . j)
015

( i = 1 ,2 , ⋯, n , j = 1 ,2 , ⋯, m) (1)

式中 , xi. = ∑
m

j = 1
x ij , x . j = ∑

n

i = 1
xij , T = ∑

n

i = 1
∑
m

j = 1
x ij。

(2) 计算变量的协方差阵 R = ZT Z = { rjk | j = 1 ,

2 , ⋯, m , k = 1 ,2 , ⋯, m} [1 ,2 ,5～7 ] :

rjk = ∑
n

i = 1
zij ×zik (2)

(3) 从 R 阵出发进行 R 型因子分析。先用 Ja2
cobi 法求矩阵 R 的特征值及相应的特征向量 ,并按

特征值从大到小排序 ,不失一般性 ,记这些特征值

为 :λ1 ≥λ2 ⋯≥λm ≥0 ,相应特征向量为 u1 , u2 , ⋯,

um 。然后根据累计方差贡献率 ∑
p

j =1

λj ∑
m

j =1

λj ≥0185 ,

确定前 p 个为主因子 ( p ≥2) 。计算 R 型因子载荷

阵 A :

A =

u11 (λ1) 1/ 2 , u12 (λ2) 1/ 2 , ⋯, u1 p (λp) 1/ 2

u21 (λ1) 1/ 2 , u22 (λ2) 1/ 2 , ⋯, u2 p (λp) 1/ 2

　　　⋯　　　⋯　　　⋯　　

um1 (λ1) 1/ 2 , um2 (λ2) 1/ 2 , ⋯, ump (λp) 1/ 2

(3)

并在两两因子轴上作变量点图。

(4) 从 Q = ZZT 出发进行 Q 型因子分析[5 ,7 ] 。

由于 Ruj = ZT Zuj =λjuj ,两边同时左乘 Z ,得 ZZTZuj

= Q ( Zuj) =λj ( Zuj) 。因此 , Q 与 R 的非零特征值

相同 ,即λ1 ≥λ2 ⋯≥λm ≥0 也是 Q 的特征值 ,相应

的特征向量为 V j = Zuj ( j = 1 , 2 , ⋯, m) 。不失一般

性 ,将 Q 阵的特征向量单位化后仍记为 Vj ( j = 1 ,2 , ⋯,

m) 。计算 Q 型因子载荷阵为 B :

B =

v11 (λ1) 1/ 2 , v12 (λ2) 1/ 2 , ⋯, v1 p (λp) 1/ 2

v21 (λ1) 1/ 2 , v22 (λ2) 1/ 2 , ⋯, v2 p (λp) 1/ 2

　　⋯　　　　⋯　　　　⋯　　　

vn1 (λ1) 1/ 2 , vn2 (λ2) 1/ 2 , ⋯, vnp (λp) 1/ 2

(4)

在对应的 R 型因子平面上作样本点图。

(5) 置聚类数目初值 C = 2 ,用 FCM 算法确定同

一因子平面上聚类点 (包括所有变量点和样本点 ,记

为 x i , i = 1 ,2 , ⋯, m + n) 的聚类中心和各点隶属聚

类中心的隶属度。常规的 FCM 算法是通过预先随

机给定各聚类点隶属各聚类中心的隶属度、以最小

化准则函数

min f ( O) = ∑
C

k = 1
∑

m + n

i = 1
wr

ki ‖xi - Ok ‖
2 (5)

迭代求聚类中心和各点隶属各聚类中心的隶属度

的 ,计算复杂、精度不高。式 (5) 中 , xi 为第 i 个待聚

类点 , Ok 为第 k 个聚类中心 , ‖‖为欧氏距离 ,

wki =
1/ ‖x i - Ok ‖

2 1/ r- 1

∑
C

k = 1

1/ ‖xi - Ok ‖
2 1/ r- 1

为 i 点隶属聚类中

心 Ok 的隶属度 , C 为聚类中心数目 , r ∈[115 ,30 ]为

模糊加权指数[9 ] 。模拟生物优胜劣汰规则与群体内

部染色体信息交换机制的 RAGA 是一种通用的全局

优化方法 ,求解这一非线性问题较为简便有效[11 ] 。

据此 ,考虑到 CFA 中聚类中心变量数目 (聚类中心一

般是二维的)远小于聚类点的数目 ,以聚类中心和隶

属度为优化变量、以式 (5) 为优化准则函数用 RAGA

可快速求解该问题 ,当优化准则函数值不再减小时 ,

终止算法的运行 ,求得聚类中心 Ok ( k = 1 ,2 , ⋯, C) 、

各点隶属各聚类中心的隶属度 wki ( k = 1 , 2 , ⋯, C;

i = 1 ,2 , ⋯, m + n)和最优化准则函数值 ,记为 Jm 。

(6) 计算模糊聚类有效性函数 S 值[9 ,10 ] :

S = Comp/ Sep (6)

式中 ,Comp = J m/ ( m + n) 为模糊聚类紧致性函数 ;

Sep = min
i , k

‖Oi - Ok ‖
2 为模糊聚类分离性函数。显

然 , S 越小 ,分类越有效[10 ] 。

(7) 置 C = C + 1 ,重复步骤 5 ,步骤 6 ,直至 C =

min( m , n) 。取 S 随 C 变化曲线中最小的 S 值对应

的 C 作为最佳聚类数目 ,并按最大隶属原则将待聚

类点{ xi}划分为 C 类。

2 　实例分析

以巢湖流域西部塘西地区为研究区域 ,剖析不

同土地利用方式与营养物地表径流输入之间的内在

联系 ,为巢湖流域非点源污染防治提供依据 ,有关监

测数据见表 1[7 ] 。

这是由 6 个变量 (A～F) 和 11 个样本 (土地类

型)组成的原始数据阵 ,即 X = { x ij | i = 1 , 2 , ⋯, 11 ;

j = 1 ,2 , ⋯,6} , X 经式 (1) 和式 (2) 得矩阵 R ,由 Jaco2
bi 法求得矩阵 R的特征值λ1 = 01190 1 ,λ2 = 01018 ,

∑
6

j = 1

λj = 01219 4 ,λ1 的方差贡献率为 8616 % ;λ1 +λ2

的累计方差贡献率为 9418 % ,这表明前两个主因子

可代表变量或样本的全部信息的 9418 %。
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表 1 　巢湖流域塘西地区不同土地利用类型地表径流检测数据 [7 ] (mg L - 1)

土地类型 总磷 (A) 总氮 (B) 总 COD(C) 水溶性磷 (D) 水溶性氮 ( E) 水溶性 COD(F)

大豆地 (1) 1114 12178 15106 0153 4194 5168

冲畈水田 (2) 0108 2147 10112 0103 1133 5180

菜园地 (3) 0141 7162 15111 0126 5175 7132

山芋地 (4) 0160 4136 51148 0107 3101 5176

小麦地 (5) 0138 5194 33145 0115 4146 5111

集镇道路 (6) 0156 7101 18416 0145 4131 5115

山坡地 (7) 0122 5104 10190 0111 4142 9195

饲养地 (8) 0125 8153 48111 0114 7179 5107

农村道路 (9) 0120 6102 6129 0107 5101 5167

湖滩苇地 (10) 0141 5130 11117 0171 11154 8139

荒地 (11) 0111 2132 8140 0111 1122 2189

　　R 型和 Q 型因子载荷阵见表 2。以第 1 主成分

载荷 (F1)为横坐标 ,第 2 主成分载荷 ( F2) 为纵坐标 ,

将各载荷点描绘在同一因子平面上 ,见图 1。取模

糊加权指数 r = 2 , C ∈[2 ,6 ] ,运行 CFA2FCM 建模步

骤 (5) 、步骤 (6)和步骤 (7) ,得到的有效性函数 S 随

聚类数目 C 变化的曲线见图 2。

表 2 　R 和 Q 因子载荷阵

载荷点 F1 F2 载荷点 F1 F2

A 01053 4 - 01043 9 4 - 01044 7 01011 1

B 01251 1 - 01079 2 5 01027 9 - 01003 2

C - 01228 4 - 01002 7 6 - 01230 0 - 01020 8

D 01025 9 - 01023 4 7 01136 3 01032 3

E 01159 9 01017 5 8 01022 6 - 01019 7

F 01213 9 01095 1 9 01184 6 01018 6

1 01193 7 - 01095 1 10 - 01094 6 01022 7

2 01082 3 01074 7 11 01055 5 01018 3

3 01157 9 01011 6

图 1 　土地类型、污染因子及其聚类中心在因子平面上的投影

图 2 　聚类有效性函数 S 与聚类中心数目 C 的关系
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　　根据图 2 可得该点群的最佳分类数目 C = 3。

分别用常规的迭代法[9 ,10 ]和 RAGA 求解 ,其聚类中

心见表 3 ,载荷点属于各聚类中心的隶属度见表 4。

由表 3 知 ,RAGA 的最小准则函数值小于迭代法最

小准则函数值 ,说明 RAGA 更有效。

根据表 4 和最大隶属度原则 ,可将聚类点分

成如下三类 : Ⅰ(A ,D ,2 ,4 ,5 ,8 ,11) , Ⅱ(B , E ,F ,1 ,

3 ,7 ,9) , Ⅲ( C ,6 ,10) 。这说明巢湖流域的土地利

用方式与地表径流营养盐的输入之间存在明显的

对应关系 : (1) 总磷和水溶性磷的污染主要来自冲

畈水田、山芋地、小麦地、饲养地、荒地等的径流输

入 ; (2) 总氮、水溶性氮和水溶性 COD 的输入主要

来自大豆地、菜园地、山坡地、农村道路等的径流

输入 ; (3) 总有机物主要来自集镇道路和湖滩苇地

的径流输入 ; ( 4) 变量总磷和水溶性磷属于同一

源 ; (5) 变量总氮、水溶性氮和水溶性 COD 属于同

一源 ; (6) 总 COD 的成因单独成一类。这些结论

将有利于指导我们合理布置巢湖流域的土地利用

方式和作物的种植结构 ,以最有效地控制流域非

点源污染。

表 3 　用迭代法与 RAGA求得的聚类中心坐标及最优化准则函数值

算法 聚类中心 F1 F2 J m

O1 01030 1 - 01005 8

迭代法 O2 01177 3 01006 4 01051

O3 - 01211 7 - 01007 9

O1 01033 8 - 01006 8

RAGA O2 01176 7 01006 7 01049

O3 - 01181 9 - 01005 2

表 4 　载荷点属于各聚类中心的隶属度

算法 聚类中心 A B C D E F 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

O1 01878 01182 01005 01981 01019 01167 01222 01564 01024 01753 01999 01007 01154 01986 01008 01427 01911

迭代法 O2 01098 01773 01001 01013 01979 01795 01732 01380 01973 01090 01001 01003 01830 01010 01991 01094 01074

O3 01024 01045 01994 01006 01002 01038 01046 01056 01003 01157 01000 01990 01016 01003 01001 01479 01015

O1 01885 01187 01030 01979 01018 01169 01230 01561 01023 01680 01997 01035 01157 01981 01009 01303 01915

RAGA O2 01088 01762 01013 01013 01979 01788 01719 01373 01973 01090 01002 01015 01825 01012 01990 01071 01067

O3 01027 01051 01957 01008 01003 01043 01051 01066 01003 01230 01001 01950 01018 01007 01001 01626 01018

3 　结　论

根据流域非点源污染物输入特征与土地利用方

式之间的对应关系 ,提出了基于模糊 C2均值聚类的

对应分析模型 (CFA2FCM) 。CFA2FCM 的应用结果表

明 :巢湖流域土地利用方式与营养物径流输入特征

之间存在明显的 3 类对应关系 ; CFA2FCM 建模方

便、分类合理 ,在流域非点源污染源解析、不同树种

生长对土壤肥力的影响分析[12 ] 、流域化肥适宜用量

对地下水的影响分析[13 ]等中也具有应用价值。
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