二维虚拟土壤中溶质迁移行为的数值模拟研究*
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摘  要   利用Voronoi图逐级碎裂方法，在二维正方网格上构造出不同等级的虚拟土壤来仿真具有丰富孔隙结构的真实土壤，并借助于随机行走模型，数值模拟了溶质粒子在该虚拟土壤中的迁移行为。结果表明，溶质粒子表现出反常扩散行为。对有偏倚的随机行走模型，其均方位移与时间呈正比关系
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，长时间的K值更大，溶质粒子扩散更快；首次穿越时间满足正态对数分布，说明溶质粒子迁移是一阶随机过程；由连续时间随机行走理论，发现溶质粒子扩散非费克现象明显。同时发现不同的土壤孔隙结构及随机行走类型所对应的拟合参数不同，即它们也影响溶质粒子的迁移行为。该研究有利于人们从理论上定性理解和预测水及溶质在有大孔隙土壤中的迁移，保护地下水环境。
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众所周知，由固、液、气三相构成的土壤，其颗粒组成、矿物组成、化学组成和土壤构型等都影响土壤溶液的迁移。其中土壤质地、结构等因素明显影响土壤孔隙的数量、大小、形状、弯曲度及其均匀性等，进而影响土壤溶液中溶质的迁移。大孔隙虽然只占整个土壤体积的很小部分，但对水及溶质在土壤中的迁移有着深刻影响[1]。
土壤中的大孔隙系统是由不同大小和形状的、相互连通的或非连通的大孔隙或通道随机组合而成的，采用不同尺度水平观察大孔隙系统，发现它们具有相似性，因此，人们可采用分形几何研究土壤大孔隙分布及其相关的水力性质[2～5]。如Tyler 等[2]利用典型分形物——谢尔平斯基地毯建立了土壤水特征曲线，Brakensiek 等[3]在 Tyler 等建立的土壤水特征曲线的基础上，假定大孔隙的分形维数与土壤基质的分形维数相等，建立了大孔隙的孔隙度和大孔隙分布的分形公式。 Perrier等[4]提出了一种构造多级别分形土壤的方法,用来仿真不同级别的大孔隙土壤结构。最近，Kim等[5]借助于随机行走方法研究了不同的二维分形模型中奇异扩散现象。
本文通过模拟溶质粒子在不同虚拟土壤结构中的不同类型的随机行走过程，从微观上分析土壤孔隙结构对溶质粒子迁移行为的影响。本文将分形理论、随机模拟方法和渗流理论应用到扩散问题的讨论，这与传统的偏微分方程的思路完全不同[6]。
1   土壤结构
1.1  真实土壤

土壤结构指固相颗粒的排列方式、孔隙的数量和大小以及团聚体的大小和数量等，两个主要特征为颗粒尺寸分布和孔径分布。结构良好或质地粘重土壤的孔隙状况复杂，既有大孔、裂缝，又有微孔或死孔，这些孔之间或连通或孤立。因此土壤，特别是土壤的集合体，经常被描述为由不同级别的土壤颗粒组成的团聚体，不同级别的孔隙嵌套构成的多孔介质。
1.2  虚拟土壤

人们期待用简单的规则构造虚拟土壤
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来仿真真实的多孔隙土壤，其中利用Voronoi图逐级碎裂过程是构造虚拟土壤[4]的方法之一。该方法是：设所要碎裂的最初的二维空间用一个多边形P0来表示，比如为长方形或正方形。（1）随机选取n个控制点Ci（xi，yi）。（2）生成Voronoi图：在多边形P0内，任意一空间点（x，y）若与某控制点Ci最近，该点（x，y）属于控制点Ci。所有属于控制点Ci的空间点构成一个凸多变形区域，记为多边形Pi，即Thiessen多边形。这样将大多变形P0分成了n个小多边形。（3）碎裂：分别以多边形Pi重心为中心，多边形Pi按一定的比例λ进行收缩，即收缩后的面积S=λ2S(Pi)，多边形P0碎裂成了不相连的n个多边形，多边形之间形成了孔隙。（4）通过1，2，3步骤，形成了虚拟土壤的一级结构。（5）继续分别选取多边形P1、P2, …，Pi, …，Pn为初始多边形，重复1，2，3步骤，形成土壤的二级结构。以此类推，可形成土壤的多级结构。
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图1  二级土壤结构
Fig.1 Two-leveled soil structure

为了能够利用离散空间随机行走方法研究溶质粒子的迁移行为，类似以上所介绍的方法，我们在二维正方网格上构造出分形土壤结构。图1给出一个在100×100的二维正方格点上形成的二级土壤结构例子。这里每级采样点n=10，每级收缩系数λ=0.9。
2  随机行走模型
溶质粒子（土壤中的水分子、或者土壤溶液中的分子、原子、离子，或者化学污染物等）在土壤中迁移行为可以通过随机行走模型进行定性研究[7]，即把溶质粒子在土壤中的迁移过程看作溶质粒子在虚拟土壤中的随机行走过程。该理论主要集中在对单个溶质粒子运动规律的研究上，但是，随机行走模型中溶质粒子数可以是多个，如果溶质粒子的运动是相互独立的，互不影响，系统同时存在多个溶质粒子做随机运动与只研究一个溶质粒子作多次随机运动的统计结果是一致的，因此在计算机模拟中采用后者更方便。作为研究的初步，本文只研究粒子间无相互作用的情形。
模拟方法为：

(1)产生虚拟土壤，系统大小为N1×N2,并与矩阵SOIL(N1，N2)对应，即若空间（i，j）为孔隙则SOIL(i,j)=0，否则SOIL(i，j)=1。

(2) 设粒子初始时刻t=0时，做随机行走的粒子位于某孔隙位置
[image: image4.wmf]0

r

r

=（i0，j0=1）处(SOIL(i0,j0=1)=0)。

(3)以概率pl，pr，pu， pd，使Irand=1，2，3，4，令
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，即pl，pr，pu， pd表示粒子向左、右、上、下走一步的概率。
(4) 把t换成t+1, 并令
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，即呆在原地不动。

(5) 若
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，即粒子流出了虚拟土壤，随机行走终止；否则回到第3步，粒子继续随机行走。

3  虚拟土壤类型及随机行走模型类型
表1  两种虚拟土壤类型的有关参数。

Table 1  Some parameters for two types of virtual soils

	虚拟
土壤

Virtual soil
	级次

Level
	每级控

制点
Number of control points

（n）
	每级收缩

系数

Contraction coefficient（λ）
	占空比
Void ratio

（φ）
	分形维数1)
Fractal dimension

（df=logN）

	I
	3
	10
	0.85
	0.622 8
	1.753

	II
	4
	10
	0.90
	0.569 5
	1.832


1)分形维数Fractal dimension [4] df=2log(n)(log(n)-2log(λ)) 

表2  三种随机行走模型
Table 2  Three random walk models

	模型Model
	pl(%)
	pr(%)
	pu(%)
	pd(%)

	A
	25
	25
	25
	25

	B
	25
	25
	22.5
	27.5

	C
	25
	25
	17.5
	32.5


表1给出了两种虚拟土壤模型的级次、每级控制点数、每级收缩系数、占空比及分形维数等有关参数。实际上根据扫描电子显微镜图像等方法可获得真实土壤的微结构特征，通过改变虚拟土壤模型的级次、每级控制点数、每级收缩系数等参数，可使得虚拟土壤结构尽可能仿真真实土壤的孔隙结构。鉴于典型土壤约有35%的体积是充满空气的空隙，所以取表1中的参数作为例子。 
表2给出了三种随机行走模型，若pl=pr=pd=pu=0.25，则表示无偏倚随机行走，否则称为有偏倚随机行走，物理上有偏倚的随机行走模型可认为溶质粒子在某一方向上受到优先于该方向的外力影响，如一维溶质迁移过程中受到柱压的影响。不失一般性的取表2的参数作为初步的研究，这里模型A用来仿真溶质粒子在虚拟土壤中自由扩散，或称弥散情形，模型B和模型C用来仿真溶质扩散时有柱压情形，即向下走的概率相对大些。
4 模拟结果与讨论
在数值模拟过程中，可以详细地记录溶质粒子的位置随时间的变化，即何时到了何地，由此可以得到溶质粒子运动的均方位移[5]、首次穿越时间、穿透曲线等量[8～11]。通过分析这些量，可以研究不同的虚拟土壤结构及随机行走模型对溶质粒子扩散行为的影响。下面以系统大小200×300为例，给出具体计算结果，若取其它系统大小，也给出类似的结论。

4.1  均方位移

均方位移定义为：
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式中，N指一个溶质粒子总的随机运动次数。在均匀的二维空间中，均方位移
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与时间t满足爱因斯坦关系[12]，即
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。在多孔介质或无序系统中，溶质粒子的均方位移
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与时间t的关系往往不同于爱因斯坦关系 [7]，即满足：
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, 这里d是空间维度，dw是溶质粒子轨迹的分形维度，
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是均方位移。 当t大于临界时间tc时的渐近值，与此对应的扩散系数定义为：
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。若
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，称溶质粒子迁移过程为正常扩散，若
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，称反常扩散过程[13]。详细地说[14]，若
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图2 对虚拟土壤I，三种不同的随机行走模型下溶质粒子的均方位移
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随时间的变化关系
Fig. 2  Variation of
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 of solute particles in virtual soil I with time in three random walk models 
图2给出了三种不同的随机行走模型下，在虚拟土壤I中，溶质粒子的均方位移
[image: image33.wmf]2

()

<>

r

rt

随时间的变化关系。从图上可以看出，对三种随机行走模型，总体上
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随时间的增加而变大，表示溶质粒子是向外逐渐扩散。当时间t确定时，溶质粒子在模型A中的
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最小, 在模型C中的
[image: image36.wmf]2

()

<>

r

rt

最大，即在模型A中溶质粒子扩散最慢，而在模型C中扩散最快，因为模型A中溶质粒子向下走的概率（pd）最小，模型C中向下走的概率（pd）最大，见表2。

为了清楚地分析溶质粒子的均方位移
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与时间t的关系，图3给出了在虚拟土壤I,三种不同的随机行走模型下
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的线性拟合关系。从图3可以看出，对无偏倚行走的模型A，整个扩散过程，可用一个斜率K来拟合。而对有偏倚行走的模型B和模型C，对整个扩散过程，不能用同一个斜率拟合，且较短时间的斜率K1小于较长时间的斜率K2。以上表明，有偏倚的随机扩散过程与无偏倚的过程不完全相同，且对有偏倚的随机扩散过程较长时间的扩散更快些，较长时间时主要是大孔隙影响溶质粒子的扩散行为，处在微孔或死孔中的粒子运动受到了很大限制。在虚拟土壤II中，也得到类似的规律。最近，Neusius等[15]利用分子动力学方法研究缩氨酸大分子在分形结构中的扩散行为也发现了不能用同一个斜率拟合
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图3  对虚拟土壤I, 三种不同的随机行走模型下
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Fig. 3  Simulated data and fitted lines for virtual soil I in three random walk models

表3  均方位移
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Table 3  Fitting parameters K of the mean from the relation 
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	土壤

Model
	斜率Slope

	
	模型A
Model A
	模型B
 Model B
	模型C 
Model C

	
	K
	K1
	K2
	K1
	K2

	I
	0.853 2
	0.908 2
	1.237
	1.079
	1.290

	II
	0.850 8
	0.915 2
	1.324
	0.976
	1.318


所有的拟合斜率列在表3中。对这两种土壤，模型A的斜率K均小于1，即该扩散为亚扩散过程；模型B较短时间的斜率K1均小于1，即该扩散也为亚扩散过程。模型B和模型C，较长时间的斜率K2大于1且小于1.5，即此时应为微超扩散。其原因为土壤存在多级孔结构，在长时间主要是大孔隙中的溶质粒子扩散起作用，导致溶质粒子扩散速度较大。不同的土壤结构中，斜率K不同，说明土壤结构影响溶质粒子的扩散行为。
4.2  首次穿越时间

溶质迁移可看作是一个随机行走过程。一个随机的步行者从一点出发需用多长时间走出系统外，换句话说，在系统中停留多长时间，这就是人们所经常要讨论的被称为“首次穿越时间”（first passage time，简记为FPT）。Condamin等[11]人建立了一种普适理论，它能允许对复杂媒介中的平均FPT进行准确评估。另外对于一阶随机过程, 应用正态对数时间分布密度函数的传导对数输运模型[16] ，已经证明能精确地预言溶质的迁移过程，其时间分布密度函数为：           
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      (2)
式中，t表示时间，
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分别是密度分布函数的平均值和标准偏差。
图4给出了在随机行走模型B和模型C下，在虚拟土壤I，首次穿越时间分布FPTD随时间t的变化关系。为了图形显示数据标识方便，这里的FPTD都做了约化，即
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这里的T=t/10 000，t为随机行走模拟行走的步数，
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为模拟得到的原始首次穿越时间分布。在图中同时给出了FPTD随时间t的方程为
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的拟合曲线。从图上可以直观看出，该曲线可以很好地拟合计算机模拟得到的数据。对虚拟土壤II也有类似的结果。
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图4  对虚拟土壤I，首次穿越时间分布FPTD随时间t的变化关系
Fig 4  Variation of FPTD with t (time) for vitural soil I 
对虚拟土壤I和虚拟土壤II，所有的拟合参数列在表4中。从表4可以看出，从随机行走模型B和模型C 中得到的首次穿越时间分布FPTD随时间t的变化关系可以很好地用方程
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。说明在虚拟土壤中，有偏倚的溶质粒子随机迁移过程是一阶随机过程，且满足正态对数时间分布密度函数。同时我们研究发现对无偏倚的随机行走模型A，在虚拟土壤I和虚拟土壤II中， FPTD随时间t的变化不能用该分布密度函数来拟合，说明随机行走类型也影响溶质粒子的迁移行为。
         表4  首次穿越时间分布函数的拟合参数

	模型

Model
	土壤
Soil
	f0
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	R2
	RMSE

	B
	I
	0.063 9
	0.660 6
	0.387 5
	0.993 4
	0.029

	B
	II
	0.086 1
	0.845 4
	0.453 1
	0.995 9
	0.018

	C
	I
	0.065 7
	-0.057 6
	0.577 7
	0.990 1
	0.033

	C
	II
	0.027 7
	-0.128 9
	0.433 4
	0.990 3
	0.026


Table 4 Fitted parameters for FPTD (First Passage Time Distribution)
	土壤
Soil
	模型

Model
	T
	β
	r
	R2
	RMSE

	I
	B
	9.756
	0.958 6
	0.705 2
	0.954 5
	0.042

	
	C
	18.45
	0.989 8
	0.908 7
	0.909 8
	0.067

	II
	B
	2.826
	1.536 4
	0.278 1
	0.979 4
	0.021

	
	C
	4.971
	0.963 1
	0.736 9
	0.926 5
	0.072


4.3  穿透曲线

所谓穿透曲线就是出口流体中溶质的浓度随时间的变化关系，通过分析曲线的变化规律，可以定性或定量地分析溶质的各种迁移规律。如CXTFIT2.1软件[10]以及连续时间行走模型[17～21]就是分析实验得到的穿透曲线，拟合模型参数，进而分析溶质的各种迁移规律。

在实验过程中，可分为脉冲输入，连续输入，阶跃输入等溶质输入方式。一般的随机行走理论，主要集中在对单个溶质粒子的运动规律的研究上。前面提到，本文中研究一个溶质粒子作多次随机运动与研究系统同时存在多个溶质粒子做随机运动统计结果是一致的。因此，本文中由单个溶质粒子多次随机行走得到统计结果，可以看作是在虚拟土壤的上端同时输入许多溶质粒子的一次随机行走的结果，即类似于实验中溶质脉冲输入情形。由单个溶质粒子随机行走得到的首次穿越时间分布FPTD，也可以看作是出口流体中溶质的浓度随时间的变化关系，即穿透曲线。另外，由公式
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式中，C0(t) 和C(t)表示t时刻入口和出口溶液浓度，f(t)为时间分布密度函数。对脉冲输入
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，由Delta函数性质得，
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，所以溶质粒子分布密度随时间的函数
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ft

在物理意义上是溶质脉冲输入时对应的穿透曲线，传统上用流出系统外的溶质的约化浓度
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我们知道，连续时间、连续空间是离散时间、离散空间的极限情形。如果认为本文中的随机行走的每一步时间足够短，格座和格座间的距离足够近，则可近似过渡到连续时间和连续空间。由连续时间和连续空间得到的一些溶质迁移模型可以用来分析随机行走粒子的扩散行为，如局部平衡迁移模型、两区数学模型、两点数学模型等模型[22]以及连续时间行走模型(CTRW)等[8,23]。由CTRW理论，
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式中，
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表5   不同土壤不同模型下，连续时间行走模型拟合参数

Table 5   Fitted parameters for CTRW
图5给出了在虚拟土壤I，对模型B和模型C所得到的穿透曲线及CTRW拟合曲线，对虚拟土壤II，也得到类似的关系。它们相应的拟合参数见表5。当拟合出的
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时，溶质浓度羽状物呈Lévy分布，其一、二阶矩即均值和标准差均趋于无穷，且β值愈小，溶质的穿透曲线分布愈宽愈缓，非费克现象愈明显；当
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时溶质浓度羽状物仍然呈Lévy 分布，且溶质的迁移具有非费克现象[24]。从表5可以看出，拟合得到的参数β在0.958 6到1.536间变化，说明溶质粒子在随机迁移过程中，具有明显的奇异扩散行为。
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图5  对虚拟土壤I，穿透曲线及CTRW拟合曲线
Fig.5  BTCs and fitted CTRW for virtal soil I 

5 结 论
通过分析溶质粒子的均方位移
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随时间t的变化关系，发现粒子表现出奇异的扩散行为。除了土壤的孔隙结构影响粒子的迁移行为外，粒子在随机运动过程中有、无偏倚也影响粒子的迁移。同时发现，对有偏倚的随机行走模型，粒子在这种具有等级土壤结构中的迁移，在短时间内及较长时间时的均方位移与时间的关系
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不同，即K值不同，长时间时K值更大些。
  通过分析粒子首次穿越时间分布函数
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， FPTD随时间t的变化关系可很好地用方程
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，说明在所研究的虚拟分形土壤中，有偏倚的粒子随机迁移过程是一阶随机过程，且满足正态对数时间分布密度函数。

利用连续时间行走理论，分析模拟得到的穿透曲线，拟合得到的参数β在0.958 6到1.536间变化，说明在所研究的虚拟分形土壤中有偏倚粒子在随机迁移过程中，具有明显的奇异扩散行为，非费克现象明显。
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Numerical simulation of solute transports in two dimensional virtual soil 

Tao Yaqi1,2  Jiang Xin1  Bian Yongrong1  Yang Xinglun1  Wang Fang1

（1 State Key Laboratory of Soil and Sustainable Agriculture(Insititute of Soil Science, Chinese Academy of Science)，Nanjing 210008，China）

(2 College of Science, Nanjing Agriculture University, Nanjing 210095，China）

Abstract    Virtual soils, rich in macropore, but different in level, were constructed with the aid of the Voronoi tesselation algorithm on two dimensional lattices and transport behaviors of solute particles therein numerically simulated using random walk models. It was found that the solute diffusion was anomalous and its mean square of displacement was positively correlated with time, being 
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. Values of K depended on the types of soils and the types of random walk models. With biased random walk models, the values increased with the time, which means the particles diffused faster with the time went on. The first passage time of solute transport satisfied the logarithmic normal distribution. Non-fick effect of the diffusion was obvious with the continuous time random walk theory. And it was found that soils different in por structure would have different corresponding fitting parameters with the random walk models, that is to say, they also affected the transport behaviors of solute particles. The findings of the study are found to be helpful to researchers in understanding and predicting behaviors of water and solutes in macroporous soil, and hence in helping protect the underground water environment.
Key words    Voronoi; Random walk; Transport  
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