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非饱和土壤水一维流动有限元法求解编程思路* 
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摘  要：《新时代中国土壤物理学主要领域进展与展望》指出我国土壤物理学研究存在的一个问题是原创性研究较少，其

原因之一是从事我国土壤物理学研究的大部分学者数理基础不强，因此较难在土壤物理过程数值模拟上有突破。土壤物

理过程数值模拟的关键方程是理查兹方程。目前关于有限元法求解理查兹方程的论文不少，但是大多理论性强且可操作

性较差，对数理基础不强的研究人员而言，理解与编程实现存在较大困难。因此，本文旨在提供一份包含详细推导步骤

的有限元法求解一维理查兹方程的编程思路：首先通过加权余量方程的建立得到理查兹方程的弱形式，继而利用雅可比

变换和高斯数值积分等方法将弱形式方程转化为非线性代数方程，最后采用牛顿–拉夫逊法并代入边界条件求解非线性代

数方程。基于上述编程思路编写了相应代码，模拟结果通过了实测土壤入渗试验数据的验证。本文提供的编程思路及代

码可让数理基础不强的初学研究人员能够较快实现一维理查兹方程有限元法数值模拟，以期对我国在土壤物理过程数值

模拟上实现突破起到一些积极作用。 

关键词：非饱和下渗；理查兹方程；有限元法；体积含水量；第一类边界条件 
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A Programming Idea for Solving One-dimensional Unsaturated Infiltration 
Equation by Finite Element Method 

ZHANG Qingqing1, 2, LI Xiang1, 2, WANG Zhongfu1, 2† 

(1. School of Geography and Environment, Jiangxi Normal University, Nanchang 330022, China; 2. Key Laboratory of Poyang Lake Wetland 

and Watershed Research, Ministry of Education, Jiangxi Normal University, Nanchang 330022, China) 

 

Abstract: Some Key Research Fields of Chinese Soil Physics in the New Era: Progresses and Perspectives pointed out that one of 

the reasons for the lack of original research on soil physics in China is that Chinese scholars engaged in soil physics research lack 

a strong mathematical foundation. This makes it difficult to achieve breakthroughs in the numerical simulation of soil physical 

processes. The key equation for numerical simulation of soil physical processes is the Richards equation. Although there are many 

papers on solving the Richards equation using the finite element method, most are highly theoretical and lack practicality, posing 

significant challenges for researchers with limited mathematical and physical backgrounds in understanding and programming 
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implementation. Therefore, this paper aims to present a programming framework incorporating detailed derivation steps for 

solving the one-dimensional Richards equation using the finite element method. The weak form of the Richards equation was 

derived by establishing the weighted residual equation. Subsequently, the weak form equation was transformed into a nonlinear 

algebraic equation by employing Jacobian transformation and Gaussian numerical integration. Finally, the nonlinear algebraic 

equation was solved using the Newton-Raphson method with boundary condition substitution. The corresponding code developed 

based on this programming framework demonstrated simulation results validated by experimental data from soil infiltration tests. 

The programming framework and code provided in this paper enable researchers with limited mathematical and physical 

backgrounds to efficiently implement numerical simulation of the one-dimensional Richards equation using the finite element 

method. This effort aims to facilitate potential breakthroughs in numerical modeling of soil physical processes in China, thereby 

contributing positively to future advancements in this field. 

Key words: Unsaturated infiltration; Richards equation; Finite element method; Volumetric water content; First boundary 

condition 

非饱和土壤水流动是指土壤中水分未充满全部

孔隙时的水分运移[1]。降雨时水向土中入渗及对地

下水的补给、田间滴灌条件下土壤水分运移等均可

简化为非饱和土壤水的一维流动[2-3]。 

人们对非饱和土壤水流动的研究有较长历史，

其科学理论形成始于 1856 年法国工程师达西进行

的水分渗透试验[4]。理查兹于 1931 年在达西定律和

质量守恒原理基础上推导出描述非饱和土壤水流动

数学模型——理查兹方程 [5]。求解理查兹方程需要

两个本构关系，即土壤水分特征曲线和土壤导水率

曲线，但理查兹未给出这两个本构关系的函数关系

式。因此，研究人员后续重点研究这两个本构关系[6]。

目前广泛使用的本构关系由Mualem[7]和van Genuchten[8]

于 1976 年和 1980 年提出。理查兹[9-10]方程存在非

线性、高阶偏微分等特征，这给非饱和土壤水运动

的定量研究带来了许多挑战。随着计算机技术的发

展，有限元数值模拟成为解决土壤水分运移问题的

主 流 方 法 。 例 如 ， 目 前 广 泛 使 用 的 商 业 模 型

HYDRUS 就是基于有限元法求解理查兹方程。 

《新时代中国土壤物理学主要领域进展与展望》

一文[11]指出“我国土壤物理学虽然发展迅速，队伍不

断壮大，在国际上影响力不断提升，但是科研主要

集中在少数单位，发展非常不平衡，原创性研究较

少，在国际上领先的研究则更加凤毛麟角”。 

以有限元法求解理查兹方程为例，现有的学习

材料主要是相关的中文[12-14]和英文学术论文[15]、教

科书[16]和商业模型 HYDRUS 用户手册[17]。上述材

料理论性偏强，缺乏针对数理基础薄弱读者的详细

解释和逐步引导，导致学习难度大，编程则更是难

以开展且消耗精力。 

不但土壤物理领域的研究人员有上述困境，

其他领域的研究人员也有类似困扰。化工领域的

毕超 [18]针对这一问题撰写了《计算流体力学有限元

方法及其编程详解》一书。该书的写作模式十分适

用于数理基础不强的读者入门计算流体力学的有限

元法。有限元法求解理查兹方程的本质是用该方法

求解流体力学问题。该书给出了不少流体力学案例

的编程思路和代码，但是没有给出理查兹方程求解

的具体案例。 

因此，本文依照此书的写作模式，提供了详细

的可操作性强的有限元法求解理查兹方程的编程思

路及相应代码。能够让有需要的相关研究人员较快

入门非饱和土壤水一维流动有限元法求解，为后续

解决更为复杂的土壤物理数值模拟问题奠定基础。

针对彭新华等[11]提出的我国在土壤物理过程数值模

拟上实现突破存在一定难度的问题起到一些积极的

作用。 

1  一维理查兹方程 

一维理查兹方程以体积含水量   [L3L–3]为因

变量的公式为： 

 

     0K D
t z z

                 
（1） 
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式中，t[T]为时间， z [L]为土壤深度，  K   [LT–1]为

非饱和土壤导水率，  D   [L2T–1]为土壤水扩散率。 

本文采用 Celia 等[10]文中的土壤入渗试验参数： 

初始条件为： 
 

 t=0， 0 =0.1099        （2a） 
 

上边界条件为： 
 

 1 =0.2003        （2b） 

 
下边界条件为： 
 

 2 =0.1009        （2c） 

Celia 等 [10] 文 中 给 出 的 基 于 Mualem-van 

Genuchten 模型[7-8]的土壤水分特征曲线和土壤导水

率曲线为： 

  
 1

s r
rmn

h

h

 
 




 
            

（3） 
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 
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K h k

h

 



       
  





（4） 

 

式中，h[L]为土壤基质势，θs[L
3L–3]为饱和土壤含水

率，θr[L
3L–3]为滞留土壤残余含水率，α[L–1]为与进

气吸力有关的参数，n 为形状系数，其中 m=1–1/n，

ks[LT–1]为土壤饱和导水率。上述各参数值列于表 1。 

由式（3）得： 

 

1/1/
1

1

nm
s r

r

h
 

  

              

（5） 

表 1  土壤水力参数 

Table 1  Soil hydraulic parameters 

参数 Parameters θs/(cm3·cm–3) θr/(cm3·cm–3) α/cm–1 n m ks/(cm·s–1) 

数值 Value 0.368 0.102 0.033 5 2.0 0.5 0.0092 2 

 

将式（5）代入式（4），得： 

 

  2
1 /1/ 1

1/ 2

1 1

n nm
s r s r

r r

s

s r

r

K k

   
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
 
 

                      
 
 
 





（6） 

对式（3）求导，得： 

  
 

 

1 /1/

1 /

1

n nm
s r

s r
r

m m
s r

r

m n
d

dh

 
  

 

 
 





         
 
  

（7） 

 

式（7）为比水容重，记为  C  ，代入土壤水

扩散率公式      /D CK   ，得： 

 

 

   
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  



                             
                 







             

（8） 

 

由此可知式（1）中非饱和土壤导水率和土壤水

扩散率表达式。 

2  一维理查兹方程有限元法求解编程思路 

2.1  计算区域的离散 

首先对一维理查兹方程的计算区域进行离散，

相关内容详见毕超一书[18]。 

2.2  插值函数和权函数 

采用高斯积分法计算积分，积分区域为 [–1，

1]，单元的坐标轴记为  ，坐标轴原点为 0 点。一

维理查兹方程在离散后的每一个单元上对应的插值

函数 ( ) 为： 

  1 2 3ф ф  ф   ф
T

          
（9） 
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单元内任意函数在原来的坐标轴 z 轴上可用二

次多项式近似： 

 

   2
1 2 3
e e ez C C z C z   

       
（10） 

 

式中， 1
eC 、 2

eC 和 3
eC 为待定系数，可由单元上的三

个 节 点 坐 标 及 其 对 应 的 函 数 值  a 1,e ez  、

2,
2

e e
ea bz z


 
  
 

和  b 3,e ez  代入式（10）求得。将求得

的 1
eC 、 2

eC 和 3
eC 再代入式（10），经过变换可得单元

内任意一点函数值的表达式：    

 

1 1 2 2 3 3ф ф ф фe e e T e
I           （11） 

 
式中， 1ф 、 2ф 和 3ф 的表达式为： 

 

   
 

   
 1

2
ф

e e e e e e
b a a b a a

e e e e
b a b a

z z z z z z z z

z z z z

           
 

（12a） 

 

   
 

2 2
ф 4

e e e e
a b a a

e e
b a

z z z z z z

z z

     


   

（12b） 

 

 
 

   
 3

2
ф

e e ee
a b aa

e e e e
b a b a

z z z zz z

z z z z

     
 

  

（12c） 

 

利用坐标轴变换等比关系： 
 

 
 

1 1

1 1 2

e
a

e e
b a

z z

z z

   
 

         

（13） 

 

式（12）中 1ф 、 2ф 和 3ф 可转为： 
 

 1
1

ф 1
2
  

           
（14a）

    2ф 1 1   
         

（14b） 

 

   3
1

ф 1
2
  

           
（14c） 

 
插值函数对坐标  的导数为： 

 

  1ф 1

2





 
             

（15a） 

 

  2ф 2



 

             
（15b） 

 

  3ф 1

2





 
             

（15c） 

 

2.3  加权余量方程的建立 

伽辽金有限元方法中权函数等于插值函数。权

函数与式（1）相乘，并在任一定义域[a，b]内积分，

得： 

   ф d 0
b

a
K D z

t z z

              


  

（16） 

 
式（16）简化得： 

 

   ф d ф d 0
b

b

a
a

z K D z
t z z

             （17） 

 
采用分部积分法对式（17）中第二部分作如下

变换： 
  

   

       

ф d

dф
ф d

d

b

a
b b

a a

K D z
z z

K D K D z
z z z

 

    

     

                  




  （18） 

将式（18）代入式（17），得： 

 

       dф
ф d ф d 0

bb b

aa a

z K D K D z
t z dz z

                          
 

                

（19） 

 

由于 Celia 等[10]文中使用的上、下边界条件为

第一类边界条件，即    ф 0
b

a

K D
z

         
，则

式（19）可简化为：  
 

   dф
ф d d 0

d

b b

a a

z K D z
t z z
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（20） 
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2.4  单元有限元方程的建立 

建立单元方程时，需将式（20）的积分区域变

换为单元区域。将式（11）代入式（20），得： 
 

   
2 2

1 1

ф фdф
ф d ф ф d 0

d

e e

e e

z zT e T e
T e T eI I

I I

z z

z K D z
t z z

 
 

  
   

   
 

（21） 

 
式（21）简化得： 

   
2 2

1 1

фdф
фф d ф ф d 0

d

e e

e e

z ze T e
T T e T eI I

I I

z z

z K D z
t z z

 
 

  
   

   
 

（22） 

采用后向差分法对式（22）中
e
I

t




进行处理，得：  

 

 
   1i ie e e

I I I

t t

    


          
（23） 

 

式（23）中  ie
I 为当前时刻值，  1ie

I
 为前一时刻值。     

将式（23）代入式（22），得： 

 
   

     
 2 2

1 1

1 фdф
фф d ф ф d 0

d

e e

e e

z zi i ie e T e
i iT T e T eI I I

I I

z z

z K D z
t z z

  
 

   
   

   
 

              
（24） 

 
采用高斯数值积分法求解式（24）中的积分项。

利用雅可比矩阵可将坐标 z 变换到坐标  ： 

 

   
2

1

1
*

1

d d

e

e

z

z

G z z G J 


 
     

（25） 

 

式（25）中  G z 为任意函数， J 为雅可比矩阵，对

于一维问题，其具体形式如下： 

 

  
z

J




              

（26） 

 
根据导数关系： 

  1dф dф d dф

d d d d
J

z z


 

 
        

（27） 

 

对式（24）进行积分变换并将式（27）代入，得： 

 
   

     
 

1 11
1

1 1

1

dф
фф d

d

ф
· ф ф d 0

i ie e
TI I

iT e
i iT e T e I

I I

J J
t

K D J J

 





  






 








 
  

  

 
（28） 

 
利用高斯数值积分公式，式（28）可变换为： 

 
   

     
 

1 6 6
1

1 1

1

d
фф

d

ф
· ф ф 0

i ie e
TI I

i i
ii i

iT e
i iT e T e I

I I
i

ф
J J

t

K D J J

 
 




 






 








 
  

  

 
（29） 

 
式中， i 为积分权， i 为积分点。     

式（29）中
6

1

T
i

i

фф J

 为质量矩阵，记为 M，则式

（29）简化为：   

 

   

     
 

6
1 1

1

1

dф

d

ф
· ф ф 0

i ie e
I I i

ii

iT e
i iT e T e I

I I
i

M M t J

K D J J

  



 



 





  

 
  

  


（30） 

 

2.5  牛顿-拉夫逊法求解方程 

式（30）为非线性代数式，故可利用牛顿-拉夫

逊法求解。令式（30）等于  R  ，得： 

 

     

     
 

6
1 1

1

1

dф

d

ф
· ф ф 0

i ie e
I I i

ii

iT e
i iT e T e I

I I
i

R M M t J

K D J J

   



 



 





   

 
  

  


（31） 

 
对式（31）中的当前时刻值求导，得： 

 

       
 6

1 1

1

фdф
ф ф

d

iT e
i iT e T e I

I I
i ii

R M t J K D J J


  
 

 



      
  


            

（32） 
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为利于表示，令  iT e
I iф   ，得：  

 

     
6

1 1

1

d

d
i

i i
i ii

ф
R M t J K D J J


  

 
 



       


（33） 
 

令 式 （ 33 ） 中 的     1 i
i i k

i

K D J j


 


 
 


，

1 i
k

i

J g



 



，得：     

 

      ,k i k i i kj g K D g       （34） 
 

利用全微分法对式（34）求导，得： 
 

   

 

d d

d d

k k
k i k i k i

i k

i i k

j j
dj g K g D

g

D g

  


 

       



  （35） 

 

将式（35）代入式（33），得： 
 

        
6

1

1

dф
d d

d i k i i i k
ii

R M t J K g D D g J    






        

（36） 
 

式中， d фT
i  ， 1dф

d
d

T

kg J


 。  

令 式 （ 31 ） 中
6

1

1

dф

di
ii

J





   ф iT e

IK  
 

  
 

1ф
ф

iT e
iT e I

I
i

D J









 
 J F ，则式（31）可简

化为：   
 

     1 · 0i ie e
I IR M M t F         （37）  

 

令 式 （ 36 ） 中
6

1

1

d

d ii

ф
J





      i k iK g D      

  d di i kD g J T   ，则式（36）可简化为：   
 

   R M t T    
         

（38） 
 

由牛顿–拉夫逊法可得： 
 

  
 
 

R

R





  


           

（39） 

将  R  和  'R  代入式（39）并简化，得：  
 

   1· · · ·i ie e
I IM t T M M t F             （40） 

 

2.6  总体方程的组合 

上述方程的组合方法可详见毕超[18]一书。 

2.7  代入边界条件求解 

组合后可得到一个矩阵形式的方程组，根据

Reddy[19]一书的方法代入第一类边界条件求解。为

便于说明，以式（41）为例： 
 

1 1
11 12 13 14

2 2
21 22 23 24

3 3
31 32 33 34

4 4
41 42 43 44

1

2

U Q
K K K K

U Q
K K K K

U Q
K K K K

U Q
K K K K

    
     
     

     
      
      

   
 

（41） 

 

式中， 1U 和 4U 的值分别为 Δ1 和 Δ2，即代表两个

端点已知的第一类边界条件。       

由矩阵计算得： 
 

11 1 12 2 13 3 14 4 1K U K U K U K U Q      （42a） 
 

21 1 22 2 23 3 24 4 2K U K U K U K U Q      （42b） 
 

31 1 32 2 33 3 34 4 3K U K U K U K U Q      （42c） 
 

41 1 42 2 43 3 44 4 4K U K U K U K U Q      （42d） 
 

未知的 2U 和 3U 只需两个方程即可求解，故舍

去式（42a）与式（42d）。将式（42b）与式（42c）

进一步拆分形成方阵，得： 
 

22 23 2 21 24 21

32 33 3 31 34 34

K K U K K QU
K K U K K QU
                          

（43） 

 

令 p 为已知节点， f 为自由节点，即 p=1，4， 

f=2，3。则式（43）可简化为： 
 

         , ,1 , ,1 ,1K f f U f K f p U p Q f    （44） 
 

式（40）经过组合后的表达式为： 
 

   1· · · ·i iM t T M M t F           （45） 
 

类似式（41）—式（44），式（45）同理可转换为： 

 
 

               
           
             1 1

, ,1 , ,1 , ,1 , ,1

, ,1 , ,1

, ,1 , ,1 ,1

i i

i i

M f f f M f p p t T f f f T f p p

M f f f M f p p

M f f f M f p p t F f

   

 

  

        
 

      
        

（46） 
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由于已知节点的数值是常数，则  ,1 0p  ，

式（46）可简化为：  
 

         
                 1 1

, , ,1 ,1 ,

,1 ,1 , ,1 ,1i i i i

M f f t T f f θ f t F f M f f

f f M f p p p    

          
        

（47） 
 

经矩阵计算可得  ,1θ f ，继而由牛顿–拉夫逊

法得：  
 

       , , 1 ,1f i f i f    
      

（48） 
 

根据式（48）从初始条件开始计算，即可求得

除了上、下边界条件外的任一时刻土壤剖面中的土

壤体积含水量。 

3  模型实现 

依照上述编程思路即可实现有限元法求解两端

点均为第一类边界条件的一维体积含水量型理查兹

方程。根据 Celia 等[10]试验资料，本文时间步长选

取 Δt=1 s，空间步长选取 Δz=2.5 cm，程序运算总时

长为 86 400 s。本文采用 MATLAB 进行代码编写。

将本文计算结果和 Celia 等[10]土壤入渗试验数据进

行对比（图 1），纳什效率系数=0.999 8，纳什效率

系数表示模拟值与实测值随时间变化的符合程度，

因此证明本文提供的编程思路的可靠性。 

 

图 1  垂直下渗土壤基质势随土壤深度变化曲线 

Fig. 1  Variation curve of soil matrix potential with soil depth in 
vertical infiltration 

4  结  论 

非饱和土壤水一维流动有限元法求解编程思路

始于将权函数与理查兹方程相乘并在求解域上进行

积分，得到的式（16）等价于式（1）。通过分部积

分对式（16）进行降阶得式（19），式（19）可为代

入自然边界条件提供便利。式（19）中的体积含水

量对时间的导数项用后向差分法进行处理。再利用

雅可比矩阵将积分区域转到[–1，1]上，为用高斯数

值积分公式计算积分奠定基础。通过上述步骤得到

的式（30）为非线性代数式，可用牛顿–拉夫逊法求

解。牛顿–拉夫逊法中的求导数项用全微分法处理。

最终构建了一个包含所有单元信息和边界条件的矩

阵方程，通过代入已知第一类边界条件，基于式（48）

可求解除边界外，任意时刻土壤剖面中的土壤体积

含水量。相较于已发表的有关有限元法求解理查兹

方程的学习材料[12-17]，本文对上述编程思路给出了

详细的描述，其中关于理查兹方程线性化和第一类

边界条件处理的步骤对有限元法求解理查兹方程起

着关键作用。 

我国从事土壤物理研究的大部分学者本科毕业

于农业资源与利用专业，数理基础不强，因而在土壤

物理过程数值模拟上实现突破存在一定难度[11]。本文

结合实际情况针对上述问题进行了分析、讨论并提出

了一个有益于解决上述问题的思路。鉴于自学入门土

壤物理过程数值模拟是上述研究人员的主要学习途

径，本文以具有两个第一类边界条件的体积含水量为

因变量的一维理查兹方程为例，详细描述了相关数值

模拟编程思路并提供了相应代码。笔者认为本文提供

的 编 程 思 路 和 代 码 （ ScienceDB ， https://doi.org/ 

10.57760/sciencedb.21257）将会帮助与笔者背景相似

的研究人员少走弯路，较快入门土壤物理过程数值模

拟，以期为解决我国土壤物理过程数值模拟难以取得

突破的问题起到一些积极作用。 
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