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摘 要：我国从事土壤物理学研究的大部分研究人员数理基础不强，导致我国在土壤物理过程数值模拟上有

突破存在一定难度。Richards 方程是土壤物理学中模拟土壤水分运移过程的关键方程。目前中文领域中，

关于有限元法数值求解二维 Richards 方程的论文，主要由具有数学专业背景的研究人员发表。在 AI 时代背

景下，使用 AI 工具能降低数理基础不强的研究人员理解这类数学相关论文的门槛，但由于上述论文理论性

偏强且没有提供配套代码，该群体通过自学掌握有限元法编程求解二维 Richards 方程仍需耗费大量精力。

因此，本文从数理基础不强研究人员的实际需求出发，提供一份包含详细推导步骤的有限元法求解二维

Richards 方程的编程思路及相应代码。该编程思路的核心是通过 Green 公式、Jacobian 变换、Gaussian 数值

积分等数学方法，将非线性偏微分方程转为非线性代数方程，再采用 Newton-Raphson 法，并结合对角线归

一代入法施加边界条件，最终完成非线性代数方程的求解。基于该编程思路开发的数值模拟代码，在地下

管道渗灌和地表滴灌两种典型灌溉情景下均得到了有效验证。具体而言，地下管道渗灌条件下，模拟结果

与田间单点源渗灌试验获得的实测数据进行了对照；地表滴灌条件下，模拟所得的土壤水分运移过程则与

国际广泛采用的 Hydrus 软件计算结果进行了对比。两种情景下，模拟预测的湿润锋位置均与参照结果良好

吻合，验证了模型的准确性与适用性。本文提供的编程思路及代码，可帮助数理基础不强背景的研究人员

能够较快入门二维 Richards 方程有限元法数值模拟，以期对未来我国在土壤物理过程数值模拟上有突破起

到一些积极作用。 
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However, most researchers engaged in soil physics research in China have relatively weak mathematical and physical 

foundations, which poses considerable challenges to achieving breakthroughs in the numerical simulation of soil 

physical processes. Currently, in the Chinese literature, studies focusing on the numerical solution of the two-

dimensional Richards equation using the finite element method are primarily conducted by researchers with a 

mathematical background. In the era of artificial intelligence, AI tools can lower the threshold for researchers with 

weak mathematical foundations to understand such mathematically oriented papers. Nevertheless, due to the strong 

theoretical nature of these papers and the absence of supporting source code, researchers in this group still need to 

invest substantial effort to independently learn and master finite element programming for solving the two-

dimensional Richards equation.Therefore, starting from the practical needs of researchers with limited mathematical 

backgrounds, this paper presents a programming framework with detailed derivation procedures and corresponding 

code for solving the two-dimensional Richards equation using the finite element method. The core of this framework 

is to transform the nonlinear partial differential equation into a system of nonlinear algebraic equations through 

mathematical approaches including Green’s theorem, Jacobian transformation, and Gaussian numerical integration. 

The Newton-Raphson method is then adopted, combined with the diagonal normalization method for imposing 

boundary conditions, to finally accomplish the solution of the nonlinear algebraic system. The numerical simulation 

code developed based on this framework has been effectively validated under two typical irrigation scenarios: 

subsurface pipe infiltration irrigation and surface drip irrigation. Specifically, under subsurface pipe infiltration 

irrigation, the simulation results were compared with field-measured data from single-point source infiltration 

experiments. Under surface drip irrigation, the simulated soil water movement processes were compared with 

computational results from the internationally widely used Hydrus software. In both scenarios, the positions of the 

simulated wetting fronts were in good agreement with the reference results, verifying the accuracy and applicability 

of the model. The programming framework and code provided in this paper can help researchers with weak 

mathematical foundations quickly get started with finite element numerical simulation of the two-dimensional 

Richards equation, and are expected to play a positive role in promoting future breakthroughs in the numerical 

simulation of soil physical processes in China. 

Key  words: Unsaturated infiltration; Richards equation; Finite element method; Volumetric water content; First 

boundary condition  

 

《新时代中国土壤物理学主要领域进展与展望》[1]指出：有多方面的原因导致我国土壤

物理学面临科研原创性不足的挑战。其中一个原因是，从事土壤物理学研究的学者大部分本

科毕业于农业资源与环境专业，具有较强的农学知识，但数理基础不强，在土壤物理过程数

值模拟上取得突破存在一定的难度。 

Richards 方程是土壤物理学模拟土壤水分运移的基本方程。目前，中文领域内关于有限

元法求解二维 Richards 方程的论文，大多由具备数学专业背景的研究人员撰写，且没有配套

代码。这些论文[2-6]理论性较强，但普遍缺乏针对数理基础薄弱读者的细致解读和循序渐进

的引导。当前人工智能技术可将此类专业文献解读得更为通俗易懂，在一定程度上降低非数

学背景研究者的理解门槛。但由于缺乏配套代码，要真正掌握其中内容，仍需投入大量精力，

对数理基础薄弱者而言依然存在较大挑战。以西安理工大学应用数学专业赵梦玲所著《二维

水分运动及溶质运移的有限元数值模拟》 [2]为例，针对前人多采用有限差分法求解二维

Richards 方程的现状，该文详细推导了有限元法的求解步骤，并提供了相应的计算程序框图。

笔者对国内主流 AI 大语言模型进行了测试，将该论文分别输入 Kimi-K2 (付费版)，豆包 (付

费版)，DeepSeek (在线版)和 Qwen3-coder (在线版)，结果显示，所有模型均无法输出论文中

可预测实测数据的二维代码。 

美国国家盐土实验室开发的 Hydrus 软件[7]，是目前世界各地广泛使用的土壤物理过程
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数值模拟软件工具。该软件模拟土壤水分运移过程的核心原理，正是采用有限元法求解

Richards 方程。有研究[8]表明，2017—2020 年间，中国学者发表的 Hydrus 主题研究论文达

347 篇，但这些应用研究大多局限于小区域或对室内土柱的一维模拟。造成这一局限的主要

原因在于，Hydrus-1D 软件为免费软件，可从官网下载使用；而功能更强大、适用场景更广

泛的 Hydrus-2D 软件不仅需要付费，且不提供源代码。 

综上所述，有限元法求解二维 Richards 方程的代码难以获取，即便有 AI 工具辅助，数

理基础薄弱的研究人员通过自学掌握有限元法编程、实现二维 Richards 方程求解，仍需耗费

大量精力。此外，我国土壤物理学研究基础薄弱，也是导致科研原创性不足的另一重要原因
[1]。有限元法求解二维 Richards 方程是土壤物理过程数值模拟的基础知识，数理基础薄弱的

研究人员应在尽可能短的时间内掌握，以便为后续开展更为复杂的土壤物理过程数值模拟研

究奠定基础。针对上述问题，本文详细介绍了基于有限元法求解二维 Richards 方程的编程思

路及其实现代码，旨在为有需要的研究人员提供快速入门的参考资料，并为我国在土壤物理

过程数值模拟方面取得突破起到积极作用。 

1 二维 Richards 方程 

假设土壤均质、各向同性，以土壤体积含水量𝜃[L3L-3]为因变量的二维 Richards 方程为

(z 轴向下为正)： 

   
𝜕𝜃

𝜕𝑡
−

𝜕

𝜕𝑥
[𝐷(𝜃)

𝜕𝜃

𝜕𝑥
] −

𝜕

𝜕𝑧
[𝐾(𝜃) + 𝐷(𝜃)

𝜕𝜃

𝜕𝑧
] = 0 (1) 

式中，𝑡 [T]为时间，𝑧 [L]为土壤深度，𝑥 [L]为水平距离，𝐾(𝜃) [LT-1]为非饱和土壤导水率，

𝐷(𝜃)[L2T-1]为土壤水扩散率。 

通过设置初始条件、边界条件及土壤水力参数(导水率𝐾(𝜃)、扩散率𝐷(𝜃) )，可将二维

Richards 方程运用于不同情景下的土壤水分运移模拟。本文以两类典型农业灌溉情景(地下

管道渗灌和地表滴灌)为例，来验证本文提供的编程思路和配套代码的正确性。 

1.1 案例 1：地下管道渗灌条件下非饱和土壤水二维流动 

本案例采用张思聪等[9]文中的地下管道渗灌条件下非饱和土壤水二维流动数值模拟参

数。该研究以轻壤土为研究对象，其模拟区域设定为田间渗灌对称流域： 

初始条件： 

𝜃(𝑥, 𝑧, 0) = 𝜃0 (2a) 

式中，𝜃0为土壤初始含水量，𝜃0 = 0.03。 

边界条件： 

𝜃(0,0, 𝑡) = 𝜃𝑏 , t ∈ [0, 𝑇] (2b) 

𝜃(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝜃0 , 𝑥 → ±∞ (2c) 

𝜃(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝜃0 , z → +∞ (2d) 

式中，𝜃𝑏为供水边界含水率，𝜃𝑏 = 0.41。 

采用的土壤水分扩散率曲线和非饱和导水率曲线为： 

𝐷(𝜃) = 278.3(
𝜃

𝑛
)8.05 (3) 

𝐾(𝜃) = 1.42(
𝜃

𝑛
)10.24 (4) 

式中，𝑛为土壤孔隙度，𝑛 = 0.48。 

1.2 案例 2：地表滴灌条件下非饱和土壤水二维流动 

本案例采用苏李君等[10]文中的地表滴灌条件下非饱和土壤水二维流动数值模拟参数。
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该研究采用 HYDRUS 3D 有限元软件求解二维 Richards 方程，土壤水力特性采用 Brooks-

Corey 模型进行描述，计算区域如图 1 所示：  

 
注：A, B, C 和 D 为计算域边界；X 为水平轴；Z 为竖直轴。Note: A, B, C and D are the boundaries of 

computational domain; X is horizontal axis; Z is vertical axis. 

图 1 地表滴灌条件计算区域 

Fig. 1 Calculation area under surface drip irrigation conditions 

初始条件： 

                          𝜃(𝑥, 𝑧, 0) = 𝜃0 (5a) 

式中，𝜃0 = 0.04，-50 cm ≤ 𝑥 ≤ 50 cm，0 cm ≤ 𝑧 ≤ 100 cm。 

边界条件： 

入渗面 EF 边界： 

𝜃(𝑥, 𝑧, 𝑡) = 𝜃𝑠  (𝑥0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑙，0 ≤ 𝑧 ≤ 1，t > 0) (5b) 

式中，𝜃𝑠为土壤饱和含水量，𝜃𝑠 = 0.434，𝑥0 = -0.5 cm 为积水区域左边界 E 点坐标，𝑥𝑙 = 

0.5 cm 为积水区域右边界 F 点坐标。 

CD 自由排水边界： 

𝜕𝜃

𝜕𝑧
= 0 (5c) 

AE、FB、AD、BC 零通量边界： 

𝐾(𝜃) + 𝐷(𝜃)
𝜕𝜃

𝜕𝑧
= 0 (5d) 

采用的土壤水分扩散率曲线和非饱和导水率曲线为： 

𝐷(𝜃) = 0.022(
𝜃−0.027

0.407
)
266

22  (6) 

𝐾(𝜃) =
11148

4070
(
𝜃−0.027

0.407
)
144

22  (7) 

2 二维理查兹方程有限元法求解编程思路 

2.1 计算区域的离散 

采用《计算流体力学有限元方法及其编程详解》[11]第 3 章四边形网格离散方法，具体离

散过程详见本文配套代码。 

2.2 插值函数和权函数 
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对于任意一个矩形网格，四个节点的坐标分别为(𝑥1
𝑒,𝑧1

𝑒)、(𝑥2
𝑒,𝑧2

𝑒)、(𝑥3
𝑒,𝑧3

𝑒)、(𝑥4
𝑒,𝑧4

𝑒)，设

定其插值函数的待定形式为： 

Ψ𝑖 = a𝑖𝑥𝑧 + b𝑖𝑥 + c𝑖𝑧 + d𝑖 (其中 i=1, 2, 3, 4) (8) 

根据插值函数的性质，有(以Ψ1为例)： 

(

 

𝑥1
𝑒𝑧1
𝑒 𝑥1

𝑒

𝑥2
𝑒𝑧2
𝑒 𝑥2

𝑒
𝑧1
𝑒 1

𝑧2
𝑒 1

𝑥3
𝑒𝑧3
𝑒 𝑥3

𝑒

𝑥4
𝑒𝑧4
𝑒 𝑥4

𝑒

𝑧3
𝑒 1

𝑧4
𝑒 1)

 (

a1
b1
c1
d1

) = (

1
0
0
0

) (9) 

由于网格单元为矩形，有𝑥1
𝑒 = 𝑥4

𝑒、𝑥2
𝑒 = 𝑥3

𝑒、𝑧1
𝑒 = 𝑧2

𝑒、𝑧3
𝑒 = 𝑧4

𝑒，且𝑥2
𝑒 − 𝑥1

𝑒 = 𝐿1、𝑧3
𝑒 −

𝑧2
𝑒 = 𝐿2，其中𝐿1和𝐿2为单元网格边长。 

求解得：a1 =
1

𝐿1·𝐿2
，b1 = −

𝑧3
𝑒

𝐿1·𝐿2
，c1 = −

𝑥2
𝑒

𝐿1·𝐿2
，d1 =

𝑥2
𝑒𝑧2
𝑒

𝐿1·𝐿2
。为了便于后续使用 Gaussian

积分进行计算，将Ψ𝑖转换至中心为原点，边长为 2 的正方形上。则有：
𝑥−𝑥1

𝑒

𝑥2
𝑒−𝑥1

𝑒 =
𝜉+1

2
，

𝑧−𝑧1
𝑒

𝑧4
𝑒−𝑧1

𝑒 =

𝜂+1

2
，将其代入插值函数表达式中，得： 

Ф1 =
1

4
(1 − 𝜉)(1 − 𝜂) (10a) 

同理得： 

Ф2 =
1

4
(1 + 𝜉)(1 − η) (10b) 

Ф3 =
1

4
(1 + 𝜉)(1 + 𝜂) (10c) 

Ф4 =
1

4
(1 − 𝜉)(1 + 𝜂) (10d) 

式(10)列出的单元插值函数为标准四边形单元插值函数的无量纲形式，式中−1 ≤ 𝜉 ≤ 1，

−1 ≤ 𝜂 ≤ 1。其中插值函数对坐标𝜉、𝜂的导数为： 

𝜕ф1

𝜕𝜉
= −

1

4
(1 − 𝜂) (11a) 

𝜕ф2

𝜕𝜉
=
1

4
(1 − 𝜂) (11b) 

𝜕ф3

𝜕𝜉
=
1

4
(1 + 𝜂) (11c) 

𝜕ф4

𝜕𝜉
= −

1

4
(1 + 𝜂) (11d) 

𝜕ф1

𝜕𝜂
= −

1

4
(1 − 𝜉) (12a) 

𝜕ф2

𝜕𝜂
= −

1

4
(1 + 𝜉) (12b) 

𝜕ф3

𝜕𝜂
=
1

4
(1 + 𝜉) (12c) 

𝜕ф4

𝜕𝜂
=
1

4
(1 − 𝜉) (12d) 

二维 Richards 方程在离散后的每一个单元上对应的插值函数ф(𝜉, 𝜂)为： 



6 

 

ф = (ф1  ф2  ф3  ф4)
𝑇 (13) 

单元内任意一点函数值的表达式为： 

𝜃 = ф𝑇𝜃 
𝑒 (14) 

2.3 加权余量方程的建立 

伽辽金有限元方法中权函数等于插值函数。权函数与式(1)相乘，并在全部积分域𝛺内积

分，得： 

∬ 𝛹 {
𝜕𝜃

𝜕𝑡
−

𝜕

𝜕𝑥
[𝐷(𝜃)

𝜕𝜃

𝜕𝑥
] −

𝜕

𝜕𝑧
[𝐾(𝜃) + 𝐷(𝜃)

𝜕𝜃

𝜕𝑧
]}

 

𝛺
𝑑𝑥𝑑𝑧 = 0 (15) 

式(15)简化得： 

∬ 𝛹
𝜕𝜃

𝜕𝑡
𝑑𝑥𝑑𝑧

 

𝛺
−∬ 𝛹

𝜕

𝜕𝑥
[𝐷(𝜃)

𝜕𝜃

𝜕𝑥
] 𝑑𝑥𝑑𝑧

 

𝛺
−∬ 𝛹

𝜕

𝜕𝑧
[𝐾(𝜃) + 𝐷(𝜃)

𝜕𝜃

𝜕𝑧
] 𝑑𝑥𝑑𝑧

 

𝛺
= 0 (16) 

令Ι = ∬ 𝛹
𝜕

𝜕𝑥
[𝐷(𝜃)

𝜕𝜃

𝜕𝑥
]

 

𝛺
𝑑𝑥𝑑𝑧、ΙΙ = ∬ 𝛹

𝜕

𝜕𝑧
[𝐾(𝜃) + 𝐷(𝜃)

𝜕𝜃

𝜕𝑧
]

 

𝛺
𝑑𝑥𝑑𝑧。首先使用分部积分进

行简化： 

Ι = ∬ 𝛹
𝜕

𝜕𝑥
[𝐷(𝜃)

𝜕𝜃

𝜕𝑥
]

 

𝛺
𝑑𝑥𝑑𝑧  

= ∬
𝜕

𝜕𝑥
[𝛹𝐷(𝜃)

𝜕𝜃

𝜕𝑥
]

 

𝛺
𝑑𝑥𝑑𝑧 −∬

𝜕𝛹

𝜕𝑥
[𝐷(𝜃)

𝜕𝜃

𝜕𝑥
]

 

𝛺
𝑑𝑥𝑑𝑧 (17) 

继而采用 Green 公式对式(17)作如下变换： 

∬
𝜕

𝜕𝑥
[𝛹𝐷(𝜃)

𝜕𝜃

𝜕𝑥
]

 

𝛺
𝑑𝑥𝑑𝑧 −∬

𝜕𝛹

𝜕𝑥
[𝐷(𝜃)

𝜕𝜃

𝜕𝑥
]

 

𝛺
𝑑𝑥𝑑𝑧  

= ∮ 𝛹𝐷(𝜃)
𝜕𝜃

𝜕𝑥

 

Γ
𝑑𝑧 −∬

𝜕𝛹

𝜕𝑥
[𝐷(𝜃)

𝜕𝜃

𝜕𝑥
]

 

𝛺
𝑑𝑥𝑑𝑧 (18) 

同理，对ΙΙ进行简化得： 

ΙΙ = ∬ 𝛹
𝜕

𝜕𝑧
[𝐾(𝜃) + 𝐷(𝜃)

𝜕𝜃

𝜕𝑧
]

 

𝛺
𝑑𝑥𝑑𝑧  

= ∬
𝜕

𝜕𝑧
𝛹 [𝐾(𝜃) + 𝐷(𝜃)

𝜕𝜃

𝜕𝑧
]

 

𝛺
𝑑𝑥𝑑𝑧 −∬

𝜕𝛹

𝜕𝑧
[𝐾(𝜃) + 𝐷(𝜃)

𝜕𝜃

𝜕𝑧
]

 

𝛺
𝑑𝑥𝑑𝑧 (19) 

采用 Green 公式对式(19)作如下变换： 

∬
𝜕

𝜕𝑧
𝛹 [𝐾(𝜃) + 𝐷(𝜃)

𝜕𝜃

𝜕𝑧
]

 

𝛺
𝑑𝑥𝑑𝑧 −∬

𝜕𝛹

𝜕𝑧
[𝐾(𝜃) + 𝐷(𝜃)

𝜕𝜃

𝜕𝑧
]

 

𝛺
𝑑𝑥𝑑𝑧  

= ∮ −𝛹 [𝐾(𝜃) + 𝐷(𝜃)
𝜕𝜃

𝜕𝑧
]

 

Γ
𝑑𝑥 −∬

𝜕𝛹

𝜕𝑧
[𝐾(𝜃) + 𝐷(𝜃)

𝜕𝜃

𝜕𝑧
]

 

𝛺
𝑑𝑥𝑑𝑧 (20) 

将式(18)和式(20)代入式(16)可得： 

∬ 𝛹
𝜕𝜃

𝜕𝑡
𝑑𝑥𝑑𝑧 +∬

𝜕𝛹

𝜕𝑥
[𝐷(𝜃)

𝜕𝜃

𝜕𝑥
]

 

𝛺

 

𝛺
𝑑𝑥𝑑𝑧 +∬

𝜕𝛹

𝜕𝑧
[𝐾(𝜃) + 𝐷(𝜃)

𝜕𝜃

𝜕𝑧
]

 

𝛺
𝑑𝑥𝑑𝑧  

= ∮ 𝛹𝐷(𝜃)
𝜕𝜃

𝜕𝑥

 

Γ
𝑑𝑧 − ∮ 𝛹 [𝐾(𝜃) + 𝐷(𝜃)

𝜕𝜃

𝜕𝑧
]

 

Γ
𝑑𝑥 (21) 

2.4 单元有限元方程的建立 

建立单元方程时，需将式(21)的积分区域变换为单元区域。若存在第二类边界条件，单

元方程的建立需区分内部单元与边界单元；若仅存在第一类边界条件，则任一单元均不受第

二类边界条件的影响，可按内部单元的方法进行推导。 

2.4.1 内部单元  内部单元为所有边都不处在第二类边界条件上的单元。内部单元的单元方

程中，式(21)等式右边项为零，并将式(14)代入式(21)构建单元方程： 
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∬ фф𝑇
𝜕𝜃𝐼

𝑒

𝜕𝑡
𝑑𝑥𝑑𝑧

 

𝛺𝑒
+∬

𝜕ф

𝜕𝑥
[𝐷(ф𝑇𝜃𝐼

𝑒)
𝜕ф𝑇𝜃𝐼

𝑒

𝜕𝑥
]

 

𝛺𝑒
𝑑𝑥𝑑𝑧  

+∬
𝜕ф

𝜕𝑧
[𝐾(ф𝑇𝜃𝐼

𝑒) + 𝐷(ф𝑇𝜃𝐼
𝑒)
𝜕ф𝑇𝜃𝐼

𝑒

𝜕𝑧
]

 

𝛺𝑒
𝑑𝑥𝑑𝑧 = 0 (22) 

式(22)简化得： 

∬ фф𝑇𝑑𝑥𝑑𝑧
 

𝛺𝑒
 
𝜕𝜃𝐼

𝑒

𝜕𝑡
+∬

𝜕ф

𝜕𝑥
[𝐷(ф𝑇𝜃𝐼

𝑒)
𝜕ф𝑇𝜃𝐼

𝑒

𝜕𝑥
]

 

𝛺𝑒
𝑑𝑥𝑑𝑧  

+∬
𝜕ф

𝜕𝑧
[𝐾(ф𝑇𝜃𝐼

𝑒) + 𝐷(ф𝑇𝜃𝐼
𝑒)
𝜕ф𝑇𝜃𝐼

𝑒

𝜕𝑧
]

 

𝛺𝑒
𝑑𝑥𝑑𝑧 = 0 (23) 

采用后向差分法对式(23)中
𝜕𝜃𝐼

𝑒

𝜕𝑡
进行处理，得： 

𝜕𝜃𝐼
𝑒

𝜕𝑡
=
𝜃𝐼
𝑒(𝑖)−𝜃𝐼

𝑒(𝑖−1)

∆𝑡
 (24) 

式中， 𝜃𝐼
𝑒(𝑖)为第𝑒个单元内第𝐼个节点，在第𝑖个时间步的值；𝜃𝐼

𝑒(𝑖−1)为第𝑒个单元内第𝐼个节

点，在第𝑖 − 1个时间步的值。 

将式(24)代入式(23)，得： 

𝜃𝐼
𝑒(𝑖)−𝜃𝐼

𝑒(𝑖−1)

∆𝑡
∬ фф𝑇𝑑𝑥𝑑𝑧
 

𝛺𝑒
+∬

𝜕ф

𝜕𝑥
[𝐷 (ф𝑇𝜃𝐼

𝑒(𝑖)
)
𝜕ф𝑇𝜃𝐼

𝑒(𝑖)

𝜕𝑥
]

 

𝛺𝑒
𝑑𝑥𝑑𝑧  

+∬
𝜕ф

𝜕𝑧
[𝐾 (ф𝑇𝜃𝐼

𝑒(𝑖)
) + 𝐷 (ф𝑇𝜃𝐼

𝑒(𝑖)
)
𝜕ф𝑇𝜃𝐼

𝑒(𝑖)

𝜕𝑧
]

 

𝛺𝑒
𝑑𝑥𝑑𝑧 = 0 (25) 

采用 Gaussian 数值积分法求解式(25)中的积分项。利用 Jacobian 矩阵可将[𝑥, 𝑧]变换到

[𝜉, 𝜂]： 

∬ 𝐺(𝑥, 𝑧)
 

 
𝑑𝑥𝑑𝑧 = ∬ 𝐺∗(𝜉, 𝜂)|𝐽|𝑑𝜉𝑑𝜂

 

 
 (26) 

式(23)中𝐺(𝑥, 𝑧)为任意函数，𝐽为 Jacobian 矩阵，对于二维问题，其具体形式如下： 

𝐽 = (

𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑧

𝜕𝜉

𝜕𝑧

𝜕𝜂

) (27) 

根据导数关系得： 

𝜕ф𝑇

𝜕𝑥
=
𝜕ф𝑇

𝜕𝜉

𝜕𝜉

𝜕𝑥
+
𝜕ф𝑇

𝜕𝜂

𝜕𝜂

𝜕𝑥
、
𝜕ф

𝜕𝑥
=
𝜕ф

𝜕𝜉

𝜕𝜉

𝜕𝑥
+
𝜕ф

𝜕𝜂

𝜕𝜂

𝜕𝑥
 (28a) 

𝜕ф𝑇

𝜕𝑧
=
𝜕ф𝑇

𝜕𝜉

𝜕𝜉

𝜕𝑧
+
𝜕ф𝑇

𝜕𝜂

𝜕𝜂

𝜕𝑧
、
𝜕ф

𝜕𝑧
=
𝜕ф

𝜕𝜉

𝜕𝜉

𝜕𝑧
+
𝜕ф

𝜕𝜂

𝜕𝜂

𝜕𝑧
 (28b) 

对式(25)进行积分变换并将式(28)代入，得： 

𝜃𝐼
𝑒(𝑖)−𝜃𝐼

𝑒(𝑖−1)

∆𝑡
∬ фф𝑇|𝐽|𝑑𝜉𝑑𝜂
 

𝛺𝑒
+∬ (

𝜕ф

𝜕𝜉

𝜕𝜉

𝜕𝑥
+
𝜕ф

𝜕𝜂

𝜕𝜂

𝜕𝑥
) [𝐷 (ф𝑇𝜃𝐼

𝑒(𝑖)
) (

𝜕ф𝑇

𝜕𝜉

𝜕𝜉

𝜕𝑥
+
𝜕ф𝑇

𝜕𝜂

𝜕𝜂

𝜕𝑥
) 𝜃𝐼

𝑒(𝑖)] |𝐽|
 

𝛺𝑒
𝑑𝜉𝑑𝜂  

+∬ (
𝜕ф

𝜕𝜉

𝜕𝜉

𝜕𝑧
+
𝜕ф

𝜕𝜂

𝜕𝜂

𝜕𝑧
) [𝐾 (ф𝑇𝜃𝐼

𝑒(𝑖)
) + 𝐷 (ф𝑇𝜃𝐼

𝑒(𝑖)
) (

𝜕ф𝑇

𝜕𝜉

𝜕𝜉

𝜕𝑧
+
𝜕ф𝑇

𝜕𝜂

𝜕𝜂

𝜕𝑧
)𝜃𝐼

𝑒(𝑖)]
 

𝛺𝑒
|𝐽|𝑑𝜉𝑑𝜂 = 0 (29) 

利用 Gaussian 数值积分公式，式(29)可变换为： 

𝜃𝐼
𝑒(𝑖)−𝜃𝐼

𝑒(𝑖−1)

∆𝑡
∑ ∑ 𝜔𝜎𝜔𝜏

6
𝜏=1

6
𝜎=1 фф𝑇|𝐽| + ∑ ∑ 𝜔𝜎𝜔𝜏

6
𝜏=1

6
𝜎=1 (

𝜕ф

𝜕𝜉𝜎

𝜕𝜉𝜎

𝜕𝑥
+

𝜕ф

𝜕𝜂𝜏

𝜕𝜂𝜏

𝜕𝑥
) ∙  

[𝐷 (ф𝑇𝜃𝐼
𝑒(𝑖)
) (

𝜕ф𝑇

𝜕𝜉𝜎

𝜕𝜉𝜎

𝜕𝑥
+
𝜕ф𝑇

𝜕𝜂𝜏

𝜕𝜂𝜏

𝜕𝑥
)𝜃𝐼

𝑒(𝑖)] |𝐽| + ∑ ∑ 𝜔𝜎𝜔𝜏
6
𝜏=1

6
𝜎=1 (

𝜕ф

𝜕𝜉𝜎

𝜕𝜉𝜎

𝜕𝑧
+

𝜕ф

𝜕𝜂𝜏

𝜕𝜂𝜏

𝜕𝑧
) ∙  

[𝐾 (ф𝑇𝜃𝐼
𝑒(𝑖)
) + 𝐷 (ф𝑇𝜃𝐼

𝑒(𝑖)
) (

𝜕ф𝑇

𝜕𝜉𝜎

𝜕𝜉𝜎

𝜕𝑧
+
𝜕ф𝑇

𝜕𝜂𝜏

𝜕𝜂𝜏

𝜕𝑧
)𝜃𝐼

𝑒(𝑖)] |𝐽| = 0 (30) 
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式中，𝜔𝜎和𝜔𝜏为第𝜎或𝜏个积分点对应的积分权重，𝜉𝜎和𝜂𝜏为第𝜎或𝜏个积分点在单元的局部

坐标，∑ ∑ 𝜔𝜎𝜔𝜏
6
𝜏=1

6
𝜎=1 фф𝑇|𝐽|为质量矩阵，记为𝑀𝑒，即第 e 个单元的质量矩阵，则式(30)简

化为： 

𝑀𝑒𝜃𝐼
𝑒(𝑖) −𝑀𝑒𝜃𝐼

𝑒(𝑖−1) + ∆𝑡∑ ∑ 𝜔σ𝜔𝜏
6
𝜏=1

6
𝜎=1 (

𝜕ф

𝜕𝜉σ

𝜕𝜉σ

𝜕𝑥
+

𝜕ф

𝜕𝜂𝜏

𝜕𝜂𝜏

𝜕𝑥
)𝐷 (ф𝑇𝜃𝐼

𝑒(𝑖)
) ∙  

(
𝜕ф𝑇

𝜕𝜉σ

𝜕𝜉𝜎

𝜕𝑥
+
𝜕ф𝑇

𝜕𝜂𝜏

𝜕𝜂𝜏

𝜕𝑥
)𝜃𝐼

𝑒(𝑖)|𝐽| + ∆𝑡 ∑ ∑ 𝜔𝜎𝜔𝜏
6
𝜏=1

6
𝜎=1 (

𝜕ф

𝜕𝜉𝜎

𝜕𝜉𝜎

𝜕𝑧
+

𝜕ф

𝜕𝜂𝜏

𝜕𝜂𝜏

𝜕𝑧
) ∙  

[𝐾 (ф𝑇𝜃𝐼
𝑒(𝑖)
) + 𝐷 (ф𝑇𝜃𝐼

𝑒(𝑖)
) (

𝜕ф𝑇

𝜕𝜉𝜎

𝜕𝜉𝜎

𝜕𝑧
+
𝜕ф𝑇

𝜕𝜂𝜏

𝜕𝜂𝜏

𝜕𝑧
)𝜃𝐼

𝑒(𝑖)] |𝐽| = 0 (31) 

2.4.2 边界单元  边界单元是指单元中至少有一条边处于第二类边界条件上的单元，相较于

内部单元，边界单元的推导需考虑式(21)的右边项，将该等式右项记为𝐵𝑒，为第 e 个单元的

边界荷载向量： 

𝐵𝑒=∮ 𝛹𝐷(𝜃)
𝜕𝜃

𝜕𝑥

 

Γ
𝑑𝑧 − ∮ 𝛹 [𝐾(𝜃) + 𝐷(𝜃)

𝜕𝜃

𝜕𝑧
]

 

Γ
𝑑𝑥 (32) 

对于边界单元的任一边界边，定义单位外法向量𝒏 = (𝑛𝑥 , 𝑛𝑧)，其中𝑛𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝛼 ，𝑛𝑧 =

𝑠𝑖𝑛𝛼，𝛼为外法向量与𝑥轴正方向的夹角。 

由几何关系可得：𝑑𝑧 = −𝑛𝑥𝑑Γ, 𝑑𝑥 = 𝑛𝑧𝑑Γ，将其代入式(32)可得： 

𝐵𝑒=∮ −𝛹𝐷(𝜃)
𝜕𝜃

𝜕𝑥

 

Γ
𝑛𝑥𝑑Γ − ∮ 𝛹 [𝐾(𝜃) + 𝐷(𝜃)

𝜕𝜃

𝜕𝑧
]

 

Γ
𝑛𝑧𝑑Γ  

 = ∮ −𝛹 {𝐷(𝜃)
𝜕𝜃

𝜕𝑥
𝑛𝑥 + [𝐾(𝜃) + 𝐷(𝜃)

𝜕𝜃

𝜕𝑧
] 𝑛𝑧} 𝑑Γ

 

Γ
 (33) 

其中定义水平方向通量𝑞𝑥 = 𝐷(𝜃)
𝜕𝜃

𝜕𝑥
，竖直方向通量𝑞𝑧 = [𝐾(𝜃) + 𝐷(𝜃)

𝜕𝜃

𝜕𝑧
]，代入式(33): 

𝐵𝑒=∮ −𝛹{𝑞𝑥𝑛𝑥  + 𝑞𝑧𝑛𝑧}𝑑Γ
 

Γ
 (34) 

在计算过程中，单位时间、单位边界长度上，垂直边界向外流出的水量𝑞𝑛 = 𝑞𝑥𝑛𝑥  + 𝑞𝑧𝑛𝑧，

对于处于第二类边界条件的边界边，通过 Jacobian 转换将其映射至无量纲区域 s∈[-1,1]，得： 

𝐵𝑒=∮ −𝛹𝑞𝑛𝑑Γ
 

Γ
=−𝑞𝑛 ∫ 𝛹|𝐽|

1

−1
𝑑𝑠 (35) 

其中插值函数𝛹 = (

1−𝑠

2
1+𝑠

2

)。 

结合内部单元式(21)推导结果，将边界单元的𝐵𝑒项代入，最终得到边界单元的控制方程： 

𝑀𝑒𝜃𝐼
𝑒(𝑖) −𝑀𝑒𝜃𝐼

𝑒(𝑖−1) + ∆𝑡∑ ∑ 𝜔σ𝜔τ
6
τ=1

6
σ=1 (

𝜕ф

𝜕𝜉σ

𝜕𝜉σ
𝜕𝑥
+

𝜕ф

𝜕𝜂τ

𝜕𝜂τ
𝜕𝑥
)𝐷 (ф𝑇𝜃𝐼

𝑒(𝑖)
) ∙  

(
𝜕ф𝑇

𝜕𝜉σ

𝜕𝜉σ
𝜕𝑥
+
𝜕ф𝑇

𝜕𝜂τ

𝜕𝜂τ
𝜕𝑥
)𝜃𝐼

𝑒(𝑖)|𝐽| + ∆𝑡 ∑ ∑ 𝜔σ𝜔τ
6
τ=1

6
σ=1 (

𝜕ф

𝜕𝜉σ

𝜕𝜉σ
𝜕𝑧
+

𝜕ф

𝜕𝜂τ

𝜕𝜂τ
𝜕𝑧
) ∙  

[𝐾 (ф𝑇𝜃𝐼
𝑒(𝑖)
) + 𝐷 (ф𝑇𝜃𝐼

𝑒(𝑖)
) (

𝜕ф𝑇

𝜕𝜉σ

𝜕𝜉σ
𝜕𝑧
+
𝜕ф𝑇

𝜕𝜂τ

𝜕𝜂τ
𝜕𝑧
)𝜃𝐼

𝑒(𝑖)] |𝐽| = −∆𝑡 𝑞𝑛 ∫ 𝛹|𝐽|
1

−1
𝑑𝑠 (36) 

2.5 Newton-Raphson 法求解方程 

式(36)为非线性代数式，故可利用 Newton-Raphson 法求解，将式(36)中所有项移至左侧

令其等于𝑅(𝜃)，即： 

𝑅(𝜃) = 𝑀𝑒𝜃𝐼
𝑒(𝑖) −𝑀𝑒𝜃𝐼

𝑒(𝑖−1) + ∆𝑡∑ ∑ 𝜔σ𝜔τ
6
τ=1

6
σ=1 (

𝜕ф 

𝜕𝜉σ

𝜕𝜉σ
𝜕𝑥
+
𝜕ф 

𝜕𝜂τ

𝜕𝜂τ
𝜕𝑥
)𝐷 (ф𝑇𝜃𝐼

𝑒(𝑖)
) ∙  
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(
𝜕ф𝑇

𝜕𝜉σ

𝜕𝜉σ
𝜕𝑥
+
𝜕ф𝑇

𝜕𝜂τ

𝜕𝜂τ
𝜕𝑥
)𝜃𝐼

𝑒(𝑖)|𝐽| + ∆𝑡 ∑ ∑ 𝜔𝑖𝜔𝑗
6
𝑗=1

6
𝑖=1 (

𝜕ф 

𝜕𝜉σ

𝜕𝜉σ
𝜕𝑧
+
𝜕ф 

𝜕𝜂τ

𝜕𝜂τ
𝜕𝑧
) ∙  

[𝐾 (ф𝑇𝜃𝐼
𝑒(𝑖)
) + 𝐷 (ф𝑇𝜃𝐼

𝑒(𝑖)
) (

𝜕ф𝑇

𝜕𝜉σ

𝜕𝜉σ
𝜕𝑧
+
𝜕ф𝑇

𝜕𝜂τ

𝜕𝜂τ
𝜕𝑧
)𝜃𝐼

𝑒(𝑖)] |𝐽| + ∆𝑡 𝑞𝑛 ∫ 𝛹|𝐽|
1

−1
𝑑𝑠 (37) 

对式(37)中的当前时刻值求导，得： 

𝑅′(𝜃) = 𝑀𝑒 + ∆𝑡∑ ∑ 𝜔σ𝜔τ
6
τ=1

6
σ=1 (

𝜕ф 

𝜕𝜉σ

𝜕𝜉σ
𝜕𝑥
+
𝜕ф 

𝜕𝜂τ

𝜕𝜂τ
𝜕𝑥
) ∙  

[𝐷′ (ф𝑇𝜃𝐼
𝑒(𝑖)
)ф𝑇 (

𝜕ф𝑇

𝜕𝜉σ

𝜕𝜉σ
𝜕𝑥
+
𝜕ф𝑇

𝜕𝜂τ

𝜕𝜂τ
𝜕𝑥
)𝜃𝐼

𝑒(𝑖) + 𝐷 (ф𝑇𝜃𝐼
𝑒(𝑖)
) (

𝜕ф𝑇

𝜕𝜉σ

𝜕𝜉σ
𝜕𝑥
+
𝜕ф𝑇

𝜕𝜂τ

𝜕𝜂τ
𝜕𝑥
)] |𝐽|  

 +∆𝑡∑ ∑ 𝜔σ𝜔τ
6
τ=1

6
σ=1 (

𝜕ф 

𝜕𝜉σ

𝜕𝜉σ
𝜕𝑧
+
𝜕ф 

𝜕𝜂τ

𝜕𝜂τ
𝜕𝑧
) [𝐾′ (ф𝑇𝜃𝐼

𝑒(𝑖)
)ф𝑇 + 𝐷′ (ф𝑇𝜃𝐼

𝑒(𝑖)
)ф𝑇 (

𝜕ф𝑇

𝜕𝜉σ

𝜕𝜉σ
𝜕𝑧
+

𝜕ф𝑇

𝜕𝜂τ

𝜕𝜂τ
𝜕𝑧
)𝜃𝐼

𝑒(𝑖)
+ 𝐷 (ф𝑇𝜃𝐼

𝑒(𝑖)
) (

𝜕ф𝑇

𝜕𝜉σ

𝜕𝜉σ
𝜕𝑧
+
𝜕ф𝑇

𝜕𝜂τ

𝜕𝜂τ
𝜕𝑧
)] |𝐽| (38) 

令式 (37)中∑ ∑ 𝜔σ𝜔τ
6
τ=1

6
σ=1 (

𝜕ф 

𝜕𝜉σ

𝜕𝜉σ
𝜕𝑥
+
𝜕ф 

𝜕𝜂τ

𝜕𝜂τ
𝜕𝑥
)𝐷 (ф𝑇𝜃𝐼

𝑒(𝑖)
) (

𝜕ф𝑇

𝜕𝜉σ

𝜕𝜉σ
𝜕𝑥
+
𝜕ф𝑇

𝜕𝜂τ

𝜕𝜂τ
𝜕𝑥
)𝜃𝐼

𝑒(𝑖)|𝐽| +

∑ ∑ 𝜔σ𝜔τ
6
τ=1

6
σ=1 (

𝜕ф 

𝜕𝜉σ

𝜕𝜉σ
𝜕𝑧
+
𝜕ф 

𝜕𝜂τ

𝜕𝜂τ
𝜕𝑧
) [𝐾 (ф𝑇𝜃𝐼

𝑒(𝑖)
) + 𝐷 (ф𝑇𝜃𝐼

𝑒(𝑖)
) (

𝜕ф𝑇

𝜕𝜉σ

𝜕𝜉σ
𝜕𝑧
+
𝜕ф𝑇

𝜕𝜂τ

𝜕𝜂τ
𝜕𝑧
)𝜃𝐼

𝑒(𝑖)
] |𝐽| =

𝐹𝑒，则式(37)可简化为： 

𝑅(𝜃) = 𝑀𝑒𝜃𝐼
𝑒(𝑖) −𝑀𝑒𝜃𝐼

𝑒(𝑖−1) + ∆𝑡 · 𝐹𝑒 − ∆𝑡 · 𝐵𝑒 (39) 

令 式 (38) 中 ∑ ∑ 𝜔σ𝜔τ
6
τ=1

6
σ=1 (

𝜕ф 

𝜕𝜉σ

𝜕𝜉σ
𝜕𝑥
+
𝜕ф 

𝜕𝜂τ

𝜕𝜂τ
𝜕𝑥
) [𝐷′ (ф𝑇𝜃𝐼

𝑒(𝑖)
)ф𝑇 (

𝜕ф𝑇

𝜕𝜉σ

𝜕𝜉σ
𝜕𝑥
+

𝜕ф𝑇

𝜕𝜂τ

𝜕𝜂τ
𝜕𝑥
)𝜃𝐼

𝑒(𝑖) + 𝐷 (ф𝑇𝜃𝐼
𝑒(𝑖)
) (

𝜕ф𝑇

𝜕𝜉σ

𝜕𝜉σ
𝜕𝑥
+
𝜕ф𝑇

𝜕𝜂τ

𝜕𝜂τ
𝜕𝑥
)] |𝐽| + ∑ ∑ 𝜔σ𝜔τ

6
τ=1

6
σ=1 (

𝜕ф

𝜕𝜉σ

𝜕𝜉σ
𝜕𝑧
+

𝜕ф

𝜕𝜂τ

𝜕𝜂τ
𝜕𝑧
) [𝐾′ (ф𝑇𝜃𝐼

𝑒(𝑖)
)ф𝑇 + 𝐷′ (ф𝑇𝜃𝐼

𝑒(𝑖)
)ф𝑇 (

𝜕ф𝑇

𝜕𝜉σ

𝜕𝜉σ
𝜕𝑧
+
𝜕ф𝑇

𝜕𝜂τ

𝜕𝜂τ
𝜕𝑧
)𝜃𝐼

𝑒(𝑖)
+ 𝐷 (ф𝑇𝜃𝐼

𝑒(𝑖)
) (

𝜕ф𝑇

𝜕𝜉σ

𝜕𝜉σ
𝜕𝑧
+

𝜕ф𝑇

𝜕𝜂τ

𝜕𝜂τ
𝜕𝑧
)] |𝐽| = 𝑇𝑒，则式(38)可简化为： 

𝑅′(𝜃) = 𝑀𝑒 + ∆𝑡 · 𝑇𝑒 (40) 

由 Newton-Raphson 法可得： 

∆𝜃 = −
𝑅(𝜃)

𝑅′(𝜃)
 (41) 

将𝑅(𝜃)和𝑅′(𝜃)代入式(41)并简化，得： 

𝑀𝑒 · ∆𝜃 + ∆𝑡 · 𝑇𝑒 · ∆𝜃 +𝑀𝑒𝜃𝐼
𝑒(𝑖) −𝑀𝑒𝜃𝐼

𝑒(𝑖−1) = ∆𝑡 · 𝐹𝑒 − ∆𝑡 · 𝐵𝑒 (42) 

2.6 总体方程的组合 

上述方程的组合方法可详见《计算流体力学有限元方法及其编程详解》[11]一书及本文配

套代码。 

2.7 代入边界条件求解 

使用对角线归一代入法代入第一类边界条件。式(42)经过组合后表达式为： 

(𝑀 + ∆𝑡 · 𝑇) · ∆𝜃 = −(𝑀𝜃𝐼
(𝑖) −𝑀𝜃𝐼

(𝑖−1) − ∆𝑡 · 𝐹 + ∆𝑡 · 𝐵) (43) 

对式(43)进行矩阵计算，将其记为𝐾 · ∆𝜃 = 𝑏，其中𝐾 = 𝑀 + ∆𝑡 · 𝑇、b = −(𝑀𝜃𝐼
(𝑖) −

𝑀𝜃𝐼
(𝑖−1) − ∆𝑡 · 𝐹 + ∆𝑡 · 𝐵)。 
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组合后的二维理查兹方程中的𝐾为𝑁 ×𝑁方阵，其中𝑁为区域离散节点数。为便于说明，

下文采用具有 3 个自变量∆𝑈1，∆𝑈2和∆𝑈3的方程组阐释对角线归一代入法的原理。 

{

𝐾11 · ∆𝑈1 + 𝐾12 · ∆𝑈2 + 𝐾13 · ∆𝑈3 = 𝑏1
𝐾21 · ∆𝑈1 + 𝐾22 · ∆𝑈2 + 𝐾23 · ∆𝑈3 = 𝑏2
𝐾31 · ∆𝑈1 + 𝐾32 · ∆𝑈2 + 𝐾33 · ∆𝑈3 = 𝑏3

 (44) 

式(44)转换为矩阵求解形式，其中∆𝑈1 = 𝑈1，𝑈1为已知值，得： 

(

𝐾11    𝐾12   𝐾13
𝐾21    𝐾22   𝐾23
𝐾31    𝐾32   𝐾33

)(
∆𝑈1
∆𝑈2
∆𝑈3

) = (

𝑏1
𝑏2
𝑏3

) (45) 

第一步，对式(45)进行变形，拆分矩阵，并将已知量移至等式右侧，得 

(
𝐾12 𝐾13
𝐾22 𝐾23
𝐾32 𝐾33

)(
∆𝑈2
∆𝑈3

) = (
𝑏1
𝑏2
𝑏3

) − (
𝐾11
𝐾21
𝐾31

)∆𝑈1 (46) 

令𝑏′ = (

𝑏1′

𝑏2′

𝑏3′

) = (

𝑏1
𝑏2
𝑏3

) − (
𝐾11
𝐾21
𝐾31

)∆𝑈1，则式(46)为： 

𝐾12 · ∆𝑈2 + 𝐾13 · ∆𝑈3 = 𝑏1
′  (47a) 

𝐾22 · ∆𝑈2 + 𝐾23 · ∆𝑈3 = 𝑏2
′  (47b) 

𝐾32 · ∆𝑈2 + 𝐾33 · ∆𝑈3 = 𝑏3
′  (47c) 

未知的∆𝑈2和∆𝑈3只需两个方程即可求解，可选择舍去式(47a)。 

第二步，将矩阵(
𝐾11    𝐾12   𝐾13
𝐾21    𝐾22   𝐾23
𝐾31    𝐾32   𝐾33

)中与∆𝑈1相乘的一列所有元素重置为零，即𝐾11 = 𝐾21 =

𝐾31 = 0。 

第三步，据第一步舍去式(47a)的选择，将矩阵(

𝐾11    𝐾12   𝐾13
𝐾21    𝐾22   𝐾23
𝐾31    𝐾32   𝐾33

)中第一行元素重置为零，

即𝐾11 = 𝐾12 = 𝐾13 = 0。 

第四步，将上述步骤中重置为零的列和行相交位置的元素置为 1，即𝐾11 = 1。 

第五步，将矩阵𝑏′中与∆𝑈1相对应的元素𝑏1
′重置为已知值𝑈1，即𝑏1

′ = 𝑈1。 

经过上面五个步骤，式(45)转换成  

(
1 0 0
0 𝐾22 𝐾23
0 𝐾32 𝐾33

)(
∆𝑈1
∆𝑈2
∆𝑈3

) = (

𝑈1
𝑏2
′

𝑏3
′
) (48) 

式(48)以方程组形式表示为： 

{

∆𝑈1 = 𝑈1
𝐾22 · ∆𝑈2 +𝐾23 · ∆𝑈3 = 𝑏2

′

𝐾32 · ∆𝑈2 +𝐾33 · ∆𝑈3 = 𝑏3
′
 (49) 

由此，可以求出未知的∆𝑈2和∆𝑈3。在上述五个步骤中，第一步将已知量移至右侧，使

得只需两个方程即可求解剩下的未知量，消除了𝑈1对其他变量的影响；第二步的目的是将除

选择的那一行之外的方程组中所有包含∆𝑈1的项消除；第三、四、五步确定已知值∆𝑈1 = 𝑈1。

通过上述步骤，对角线归一代入法强制已知节点满足约束条件∆𝑈1 = 𝑈1，同时保证矩阵可逆

(如式(48)所示)，为后续计算奠定基础。 

式(43)中∆𝜃的值的求解思路与上述3 × 3方阵求解思路类似，具体求解步骤详见本文配
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套代码。由 Newton-Raphson 法可得： 

𝜃(𝑖) = 𝜃(𝑖−1) + ∆𝜃 (50) 

根据式(50)从初始条件开始计算，即可求得计算区域任一时刻土壤剖面中的土壤体积

含水量。 

3 模型实现 

基于前述编程思路，可完成地下管道渗灌与地表滴灌场景下二维 Richards 方程的有限

元数值求解模型开发。两个案例的数值模拟流程图详见图 2。地下管道渗灌案例采用张思聪

等[9]的试验数据，该案例为第一类边界条件下的二维 Richards 方程有限元数值求解，式(21)

右侧项取值为 0，仅通过内部单元即可完成方程推导，实现地下管道渗灌条件下土壤水分运

动过程的数值模拟。模拟参数设置为：时间步长∆𝑡=0.1 min，空间步长∆𝑥=2 cm、∆𝑧=2 cm，

模拟总时长为 240 min，全部计算基于 MATLAB 平台编程实现。选取 7、50、90、120、180

和 240 min 六个关键时刻的实测数据与数值计算结果进行对比验证（图 3），二者拟合度良

好，平均纳什效率系数（NSE）达到 0.8377，验证了本文提出的编程思路与代码的可靠性。 

地表滴灌案例参考苏李君等[10]的研究，针对第二类边界条件开展地表滴灌土壤水分运

动模拟。式(21)单元有限元方程构建时，需区分内部单元与边界单元分别推导。模拟过程中，

时间步长根据迭代稳定性在 0.05~0.5 min 范围内自适应调整，水平与垂直空间步长均为

∆𝑥=1 cm、∆𝑧=1 cm，总模拟时长 500 min，计算程序同样基于 MATLAB 编写。将本文模拟

结果与苏李君等[10]数值模拟试验获取的土壤水分二维运移湿润锋数据对比，选取 50、100、

200、500 min 四个时刻的数据进行校验(图 4)，模型拟合效果优良，平均纳什效率系数（NSE）

为 0.8448，证实本文构建的有限元数值模型能够精准、可靠地模拟地表滴灌条件下的土壤水

分二维运移过程。 

 

图 2 土壤水分运动二维 Richards 方程数值求解流程图 

Fig. 2 Flow chart of numerical solution for the two-dimensional Richards equation in soil water movement 
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图 3 地下管道渗灌条件下二维土壤水分运动湿润锋面轮廓 

Fig. 3 Wetting front profile of two-dimensional soil water movement under subsurface drip irrigation 

 

图 4 地表滴灌条件下二维土壤水分运动湿润锋面轮廓 

Fig. 4 Wetting front profile of two-dimensional soil water movement under surface drip irrigation 
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4 结 论 

非饱和土壤水二维流动有限元法求解，其整体编程思路与一维有限元法基本一致[12]，核

心均为通过分步推导将非线性偏微分方程转化为非线性代数方程，再开展数值求解与程序实

现。但两者在细节处理上存在显著差异，二维问题在计算区域离散化、插值函数和权函数构

造、加权余量方程建立及边界条件代入等关键环节的复杂度更高。 

二维 Richards 方程有限元求解思路具体如下：首先，将权函数与 Richards 方程相乘并

在求解域内积分，推导得到式(15)，该式与原控制方程式(1)等价；随后，通过分部积分和 Green

公式对式(15)进行降阶处理，得到式(21)，为第二类边界条件的代入提供了理论基础。在考

虑第二类边界条件时，需分别构建计算域内部单元与边界单元的有限元方程：对于内部单元，

将插值函数代入式(21)完成方程离散化，得到式(23)，对式(23)中体积含水量的时间导数项采

用后向差分法处理，再通过 Jacobian 矩阵将积分区域转换为以原点为中心、边长为 2 的标准

正方形域，为 Gaussian 数值积分的应用创造条件；边界单元推导得到的式(32)是引入第二类

边界条件的核心表达式，经上述步骤，最终将其转化为非线性代数方程式(36)。若仅考虑第

一类边界条件，可直接通过内部单元有限元方程构建非线性方程组。通过对角线归一代入法

施加第一类边界条件，最终形成集成所有单元信息与边界条件的整体矩阵方程，最终采用

Newton-Raphson 法基于式(50)，求解出计算区域内任意时刻的土壤体积含水量分布。本文所

构建的有限元法求解框架虽针对二维 Richards 方程建立，但其空间离散、非线性迭代求解及

边界条件施加等核心算法具有良好的普适性，可拓展应用于土壤溶质运移或土壤温度和热运

移等其他土壤物理过程偏微分方程的数值求解。 

依据上述编程思路编写的数值程序，已通过参考数据验证，计算结果具有较高可靠性。

当前已发表的有限元法求解二维 Richards 方程相关文献，多由数学专业研究者撰写；尽管在

AI 时代，此类理论性较强的文献对数理基础薄弱的学者而言，理解难度有所降低，但在二

维 Richards 方程线性化处理、第一类与第二类边界条件代入等关键实现步骤上，现有资料描

述仍不够详尽，导致非数学背景研究者难以快速掌握相关方法。同时，配套源码的稀缺性进

一步提升了学习与实践的门槛。为此，本文系统梳理并提出了详尽的二维 Richards 方程有限

元法编程思路，并提供配套可运行程序，旨在帮助有需要的研究者快速掌握有限元法求解二

维非饱和土壤水流动的核心技术，以期为解决我国土壤物理过程数值模拟难以取得突破的问

题起到一些积极作用。本文展示的两个案例的 MATLAB 代码可从如下网址下载以供参考：

https://www.scidb.cn/en/detail?dataSetId=d91ae2094d9045098370cb6deebd95fb。 
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