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摘 要 研究了溶质运移边界层条件和边界层运动方程
.

采用一个小的运移通量脉冲

定义边界层应满足的特征值
.

应用 加plac e 变换方法求解边界层问题的浓度解
,

并推导出边界

层运动方程
.

边界层问题浓度解与精确解比较表明在计算浓度方面误差很小
.

边界层运动方

程的一个重要应用是估算溶质运移参数
.

这个估算参数的新方法是应用边界层随时间运动的

观测信息
.

这个方法简单
,

节省时间
,

并能充分利用边界层运动观侧资料
.

关扭词 多孔介质
,

溶质运移
,

边界层理论
.

估计参数

中圈分类号 5 1 5 3
.

5

污染物质在多孔介质中的迁移研究对农作物生长和地下水质量控制具有重要意义
。

至今 已有大量的理论模型描述多孔介质 中化学物质运移机理 11, 2 ]
。

随着研究的深人
,

模型

复杂性增加
,

估算不同模型的运移参数也成为研究和关注的焦点 [, 一 8 ]
。

在多孔介质溶质迁

移模型中一般包括弥散系数和延迟因子两个参数
。

模型参数估计有统计方法和确定性方

法
.

统计方法因存在参数的不惟一性和不确定性等问题
,

在实际应用中受到限制
。

确定性

方法是根据室内和现场实验条件下多孔介质中溶质运移模型的解析解或近似解析结果确

定运移参数
,

该解析结果一般表示为溶质浓度和运移参数之间的隐式关系
,

因此可供求参

利用的只是某些特殊点上浓度与参数之关系
,

或在时空上测定若干浓度样本并按标准曲

线尺度点绘曲线
,

由配线法反求参数 [6. ’1
.

这些方法普遍存在信息利用不够充分
,

而且只能

求解一个参数
。

另外操作复杂
,

很难避免随意性
.

众所周知
,

溶质运移中另一个可供观测的信息是边界层随时间的运动过程
。

通过对

边界层条件的简化研究多孔介质中热和质量运移问题 I0. ’0]
,

shao 等应用多项式方法近似

溶质浓度分布
,

研究土壤溶质运移对流

—
弥散方程 (c D E) 的边界层解 11 ’〕

.

这些研究都

在试图寻找边界层的运动规律
。

利用边界层信息推求溶质运移参数的关键是获得准确的边界层随时间运动规律及与

运移参数之关系
.

本文首先分析了边界层应满足的条件及边界层特性
.

运用加plac e
变换

推导出瞬时点源作用下边界层与时间和运移参数 的解析解
。

利用这些简单的解析关系
,

根据边界层随时间的运动变化可以方便地同时求解多类运移参数
。

最后根据分析得到边
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界层问题浓度解
,

与精确解计算结果比较
,

基本是一致的
。

1 边界层条件

在多孔介质溶质运移解析模型中
,

一般给定 当空间坐标值趋于无限大时
,

溶质浓度或

梯度趋于零
.

因此在任一时间内溶质分布于

(一 co
,

co )或 (0
,

co )空间域内
.

从理论上讲
,

这类模 型是没有边界层或边界层在无穷远

处
。

由于物质运移速度是有限的
,

任一时间

溶质在多孔介质 中的运移空间也是有限的
。

万

如图 1所示溶质浓度随空间坐标 x 轴的变化 誉
曲线

,

在时间 (t
1 ,

lz) 内
,

溶质分布在 [0
,

气
)1

, 勺

[0, 气
)

控 间域上
。

随着时间增加
,

分布域向
x 轴正向扩大

。

假设有一个边界层 气
) ,

这里

气
)是 溶质锋至原点 的距 离

,

它是时间的 函

数
。

边界层运动是多孔介质中溶质质点运动

的宏观表现
.

边界层本身不对溶质运动的大

小和方向产生约束
,

而是相当于 自由边界 (例

如潜水面)
,

具有可观测性
,

但不具有可控制

L(t
Z

)

x (e m )

图 1 边界层示意图

R g
.

l Ske tC h m ap
o f bo

u n ds叮 lay e r

性
。

根据多孔介质微观弥散理论
,

质点在任一时刻的速度等于平均速度和随机振动速度

之和
。

前者满足某些流体运动定律 (如达西定律)
,

而后者还只能 由统计 (正态分布)模型

描述
,

因此溶质质点运动尚无确定性规律可遵循
。

本文所研究的是边界层这一特定点随

时间的运动规律
.

在时间域 (0
,

t) 上
,

溶质分布在空间 [0
,

气
)〕上

,

从 x = 0 至 x = 气
)
断面上

,

溶质通量逐

渐减少
。

当。人
t)时

,

边界层上的溶质通量可定义为
:

一 。

影
+ Vc ,

·

e0
。 , _ 二

= — O t 丁 一 11
一 气心 n

(l)

这里
。 = 。

(几 t) 表示边界层上溶质浓度 (M / L3 ) ; D 是弥散系数 (M / L , T ) ; v 是孔隙水

流速度 (L / T ) ;

浓示时间
; e0 是一个很小的正数

,

表示在 (0, t) 时段内通过边界层 x = 气
)

的溶质质量 (M) ; n 是孔隙度
; 用 di I’ac

一占函数

co r = t

o r 袭 t
(2)

产

I
J

I
、

一一
、.夕
诊‘

一
r

,..J、、

6

表示边界层上溶质通量脉冲
。

(l) 式和 (2) 式表明
,

只有当时间 r = t时
,

从 x 负方向有一微

,J
、

的溶质通量脉冲
鲁
。(

: 一 , )通过 乙(t )点
.

当 : < t
,

通过 L (l )
处溶质质量为零

; 当 二 > L (t ) ,

溶质

质量亦为零
。

所以边界层是空间域有无溶质通量的临界点
,

这也是界定边界层与非边界

层的标准
.

在 (0
,

t) 时段内积分得到边界层上总质量为
:
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「
‘

_ 氏
. , , .

凡 「
‘ 。 」 _

凡
J · =

J
。一 走

氯
一 F c

一
L ‘

·

= 万J
。O ‘
一

, u T = 万 (3)

(l) 或 (3) 式就是边界层上应该满足的边界条件
.

2 浓度的形式解

在稳态水流条件下
,

多孔介质中任意时刻任一点的溶质运移可由对流
—

弥散方程

(C D E )描述
:

_ 刁Ze , ,

日c _ ae

口二飞 一 厂屯尸 = 入 下万
,

一 OO < x < co
口 X 口 X 口 I

(4 )

这里
。 = 。(凡 t)是多孔介质 中某一组份溶质浓度 (M / L , ) ; R 为延迟因子 (无量纲)

.

为表

述简便
,

下文推导过程先不考虑多孔介质与溶质之间的吸附与离子交换作用
,

即令 R = 1
.

在 x 方向无限长的多孔介质柱
,

t 二 O时
,

一片非常薄的由示踪剂标示的流体栓子于

x = 0 处注人到多孔介质柱中
.

示踪剂的浓度分布可用方程 (4) 描述
,

对于和平均流动一

起运动的观察者
,

方程 (4) 变成

、

,
夕‘、.户、.少

‘J
6
�l

了.飞了‘.、、‘才..、

_ 刁, c a e

D 二 es es二~ 育 = 二二- r

d X
’ ‘

口t
‘

这里 x’ = x 一 Vt
,

t ’ = t
.

对于 c( x’
,

t ‘ )确定的边界条件是

li m 。
(x

, ,
t ’ ) = O

,

{习一 co

J{:
·‘·

‘ ,
r” dx

‘ 一 M ‘”

这里 M是 t = 0 瞬间投人的示踪剂质量
.

由式 (5) 一 (7) 构成描述无限域中瞬时点源作用

下浓度分布定解问题
.

在 (5) 式两边对 x’从 ( 一 co
,

co )积分并利用边值 (6)
、

(7) 式得
:

M一
n

一一r

.

d

‘

、、.,/

曰0 (8 )
C一洲

‘

九一X共�一卜勺
、

.一几口

D

Z奋.、、t’0产

I
J

因 x 产

从正
、

负方向趋于零时弥散通量大小相等方向相反
,

故有

I;
一 。

瓮
.

,

一兴 (9 )

由此将 (6)
、

(7) 式转化为 x = O处内边界条件 (9) 式
.

为推求边界层移动规律
,

假设在边界

层上浓度为零
,

则有
:

e
(L’

, r‘ ) = 0

月, 乙
一 D

.

止竺二 l
刁

= 止
一 刁x

产 ’戈 ‘石
一

’

n

由 (5) 和 (9)
、

(10) 构成对边界层条件下浓度定解 问题
,

L’的定解问题
。

将 (5 )及 (9 )
、

(10 )
、

(1 1 )对浓度
e ( x

, , t ‘ )作 U pl朗e

(10 )

(1 1)

结合 ( 11) 构成对边界层运动距离

变换
,

并应用到齐次初始条件
。 (x’
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、..少、、户,‘,、�心..几侣.二
‘、‘了了、

三“一2

nU
一一一

一c一一
P0一城

一C一,�

澎一击
一
决一厅

了DD为l间定解问题空氏拉
‘““J

荃少得八U
一一

、.尹

0

e (L’
,

尹) = 0

月, 乙
乃 - 竺止‘ }

,

= 止
一
刁x

声 ’x 一 L n

( 14 )

( 15 )

式中。 = (x’
,

川
,

p 为拉氏因子 (0 ( p ( co )
。

方程 ( 12) 之通解为

万(二
, ,

, ) 一 。, e “·
’

+ e Ze 一 “
’

其中 b =

石而
; c . ,

几为待定系数
.

将边界条件 (l 3)
,

题浓度解为

( 16 )

(14) 代人求得拉氏空间边界层 问

e (x
, ,

尹) = M
Zn D b

sh [b (L’ 一 x ,

) l

e h (b L’ )
( 17 )

( 17) 式是关于拉氏空间浓度的形式解
,

因为式 中边界层弥散距离 L’ 尚未确定
,

即边界层

运动规律还待求解
.

3 运移解及参数分析

利用 ( 17) 式求 x’ = L’处的弥散通量并代人 ( 15) 式得到

soc h (b 。 ) 一

誓
将 ch (bL’ )展开成指数并整理后得到

脱
一

2bL’ 一 e 一

hL’ + k = 0

即
:

彻
, 一 夕 + 无 = o

这里 y = e 一 ‘“ ; k = 凡 / M是边界层溶质质量与输人多孔介质柱总质量之比
.

以上方程

是关于 y 的一元二次方程
,

求解得
:

夕 一

卉( 1 , 丫l 一 ; 犷

‘K

上面方程中关于 e 一 合‘
有两个非负解

。

为了使物理意义更明了
,

符号取舍将在时间域边界

层方程中叙述
.

利用拉氏逆变换公式得到时间域之解为

鱿
, 一 2汉在不 ( 15 )

其中

一 {一{六
( 1 ·

~
,

」 ( 19 )

从边界层弥散距离公式 ( 18) 的分析可知
,

系数 A 表达式右边第二项取正号时
,

只有 当 k =

凡 / M 一 0. 5 时才有意义
。

当 k 一 0. 5 时
,

A = 0, 弥散距离若 = 0, 反映 t = o 瞬时情况一
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般只考虑 t > 0 情况
,

系数 A 右边取负号
,

即

一 !一}六
(1 -

一
,

}
=

V
一 翻 [4犷 2 2、(l + 万万丽)] 、

护二厄蔽

将(18) 式换回到原 (x, t) 坐标得到边界层距离表达式

乙(,) = 。 , + 2注斌庆 (2 0)

当溶质与多孔介质之间存在吸附和离子交换作用时 R 羊 1
.

在方程 (4) 中令 t = t/ R

得到关于 。
(x

,

t) 的微分方程与 R = 1 时 c( x, t) 微分方程在形式上一致
,

故可将 (2 0) 式中 t

替换成 t/ R
,

边界层运移公式为

·(,) 一

贾
r

一存 (2 1 )

方程 (20) 是 (2 1) 式在 R 二 1 时的特例
.

至此完成了边界层运动与时间和运移参数之

间关系的公式推导
。

利用 (18) ~ (2 1) 式可 以预测溶质边界层随时间的推进距离
,

另一个

�‘。)、
�

7

t (m in )

图2 边界层弥散距离随时间变化

R g Z Tb e di spe 招io n di s ta口c e o f bo un ds 叮

l即 e r w ith ti me

更为重要的应用是利用边界层随时间变化

数据求运移参数
.

由 (18 ) ~ (2 1) 式可知
,

边界层距离与

时间成双曲线关系
,

与运移参数 D
、

R 之间

也是简单的初等函数关系
。

因此可以通过

边界层运动随时间变化确定参数
。

如果孔隙水流速度 V 是 已知的常数
,

且溶质为惰性
,

不 与多孔介质发生吸附和

离子交换
,

则弥散系数与边界层弥散距离

之关系如 ( 18) 所示
,

两边取平方得
:

L’ 2 = 4 A ZD r‘

L’ 2与 t ’成线性关系
.

取 k = 10
’ 4 ,

即定义

边界层溶质质量e0 为总溶质质量 M 的万分

之一
,

并设 V = 0. 0 0 3c m 而
n 一 ’,

R = 1
.

0,

D = 气从 气为弥散度 (c m )
,

分别计算出不同时间 L’’
值点绘如图 2

.

从图看出
,

直线的斜

率对
a

旗有较高的分辨率
.

因此可以根据不同时间边界层运移 (弥散 )距离的观测数据
,

点绘成 厂
’
一“直线

,

根据直线的斜率 tg a = 4矛D, 确定弥散系数 D 或弥散度
a

旗
。

如果考虑吸附及离子交换作用
,

要 同时确定弥散系数和延迟 因子
,

为此可将 (2 1) 式改

写成

“‘石 一
2A

厕
+

知
根据不同时间 ‘观 , 得到的 。

t)值
,

点绘 : / 石与‘直线图
,

直线斜率 tg 。一

黄
,

截距

夕 一 2A 们刃顶
,

如果孔隙水流速度 F 已知
,

可据 tg P和 y 的值计算 R 和 D
.

取 v = 0. 07 。m
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而
n 一 ‘,

D = l
.

4 c m ,
而

n 一 ’,

当 尺值为 1
.

0
、

1
.

3
、

1 5 和 2. 0 时 L / 沂一价直线如图 3 所示
。

sau ty 将浓度解析解 (参见 (2 2) 式)
,

转

化成为由无量纲浓度 %和无量纲时间 气变量

组成的方程
,

并通过拟合标准曲线方法求得

弥散度
a

厂
‘’

,

‘”
。

边界层法利用边界层距离随时间变化

的一组数据可同时估算 气和 Ro 而且只要求

点绘直线
,

相对于点绘曲线并与标准曲线重

迭配线而言
,

操作更简单且减 少随意性
,

提

高计算精度
。

从测量 技术上
,

在 本文输人

(边界 )条件下
,

运用时域反射仪可以测量每

一根 T D R 探棒的平均浓度并将此换算为探

! 0 2 0 3 0 4 0

t .几

图3 边界层运移与舶勺关系

R g 3 Th
e re la ti o ns hi P be tw ee n

bo
u n d a ry

la ye r 加功s
po rt a n d R

棒长度 L 的溶质总量 从 11 4]
。

将 城与溶质输人量 M 比较
,

当

}叭 一 Ml ( 凡

或
}从 一 问

—
( k

时
,

可近似认为溶质锋在时刻 t 已到达探棒末端 [l5]
,

由此确定出时刻 t 的边界层 气)
.

关于

边界层测量技术及参数估计方法的进一步应用和评价将在另文中作深人探讨
。

4 误差分析

因边界层解是在 x = 气
)
处人为设计一类齐次边界条件 C (L, t) = 0

,

由该有限域所计

算的溶质浓度与无限域 比较将产生误差
,

需要检验在 二 = 气
)
处的一类边界条件对无限域

浓度分布产生的影响大小
。

为此
,

将无限域和边界层浓度解进行 比较
,

分析边界层解之误

差
。

由偏微分方程及初边值条件 (5 )一 (8) 式通过作 Fo
u ri er 或肠plac e 变换得到无限域瞬

时点源作用下溶质浓度精确解 11 6]

。‘ , ‘ , 、 , I , 、

M
_ 一 二 , :

/4 Dt’
‘城

, I , = J 以 ) = 又了下三乏节
‘

乙 n V 刀 L声I

(2 2 )

将边界层浓度解公式 (17) 中 c址
, shZ 展开成 e 指数

,

利用无穷级数公式

, ‘(, + e 一 ’‘L’ ) 一

艺( 一 l)
。 e 一 ’励厂

和拉氏逆变换公式

二 一 1

了
1

_ 一 。

二
、

_ 1
_ 一 。 2 , 4 ,

“

、万
‘

/
一

了霖
“

求得时间域边界层问题浓度解为



土 壤 学 报 38 卷

e
(
x ‘ ,

t ‘ M
Zn

价而万
艺(一 1)’[f( 2 m L’ + x ’

) 一f( 2用L’ + 2 L’ 一 x ‘

)] (2 3)

式中

f (z ) = e 一 尹‘4 D “ (2 4 )

由于偏微分方程及边界条件均为线性
,

满足至加原理
,

因此 (2 3) 式也可由无限域解 (2 2) 式

通过对一类边界 c( L’
,

t‘ ) = O 映射得到
.

在 (23 )式 中
,

首先近似取 m = 0 进行分析
。

脚 = 0 时

c 。(x ‘ ,
r’ ) 二 M

Z n

丫
二。, ’

[f(
x ,

) 一 f( 2 L’ 一 x ’

)] (2 5 )

将 (25 )与 (2 2) 式比较可知
,

边界层解相对于精确解之误差为

Ma。 = , 一下= 二牛井
.

j 仪L 一 x

Z n V 汀D t
‘

由 (2 4 )可知
,

在f( z) 函数中
,

当 :
增加

,

f减小
,

故

f( 2 L’ 一 x ,

)可 (2 L’ 一 x ’

)I
丫 。 。 = f (L’ )

即最大误差 m ax (a0 )出现在 x’ = L’处
,

其值为

m ax (a 。) = M
Zn

价而万
f (L’ ) = M

Zn
丫7rn

t‘
e 一
护 / 4

D,’

将公式 (19) 代入上式得到

m ax (a 。) = M
Zn
丫二。 r‘

e 一 月2 k
.

M
一 2n 石而万

容易验证
,

随 m 增加 (m = l
,

2,

“’。

上
_ ”’6

!\
乍 0

.

12 p 、一 D
云 l 一

、

、入 , 一o o m in

里 !
‘

交
- -

一‘ “

叮 \
0 0 4 卜 卜50 m in 只

边界层解

梢确解

⋯ )
,

当 k 值适 当小时
,

(2 3) 式 中各级数

项均趋于零
,

因此边界层浓度解 (2 3) 式

只需计算 m = 0 就可满足计算精度
.

设计算参数
n = 0. 2

,

D = l
.

4c m ,

而 n 一 ’ ,

M = 1
.

0 kg, 。。 = ro
一 ‘
吨

,

则

k = 10
一 4 ,

当 t 产 = 5 0
,

10 0 而
n 时

,

由边

界层和精确解计算结果如图 4 所示
.

从

图 4 说明两个解结果十分接近
.

当 t 尹

= 5 0而 n 时
,

最大 绝 对误差 为 l
.

69 x

10
一 ’

k g e m
一 ’,

当 r = 10 0 而
n
时

,

最大绝

口、

0
‘~~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ , , ,

0 20 4 0

x
‘

(e m )

图4 边界层解与精确解比较

R g
.

4 T址 e

om 阳n so n o f bo un da 叮 l鲜er an d

移规律满足无限域条件下浓度分布
,

计
。

对误差为 1
.

19 x lo
一 ’
吨 c m

一 ’.

由此可

ex ‘ t so luti on 见
,

本文假设条件下所研究的边界层运

即边界层条件对浓度时空分布所产生影响可忽略不
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