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土壤温度预报方程研究进展* 

张建彬1，高志球1，2†，童  兵3，王琳琳2 
（1. 南京信息工程大学大气物理学院，南京  210044；2. 中国科学院大气物理研究所大气边界层物理与大气化学国家重点实验室，北京  

100029；3. 中国气象科学研究院灾害天气国家重点实验室，北京  100081） 

摘  要：土壤温度（尤其是地表温度）是陆地和大气之间相互作用中关键的物理量，在地球系统中扮演了十分重要的角色。

土壤温度预报技术一直是陆面模式、数值天气预报和气候预测中核心科学问题。本文系统回顾了土壤温度预报方程的研究进

展，从经典的热传导方程到考虑了土壤水分垂直运动物理过程的热传导-对流方程，从用单一正弦波逼近到用傅里叶级数逼

近地表温度日变化，从假设对流参数无日变化为常数到考虑其日变化，着重概述了土壤热传导-对流方程的创建、改进及求

解。最后，本文对热传导-对流方程在地表能量平衡、土壤水分垂直运动、水通量和地震、冻土热传输研究中的应用进行了

回顾。同时指出，全相态的土壤水和植物根系对热传导-对流方程的影响是土壤温度预报方程未来的研究方向。 

关键词：土壤温度；热传导；热传导-对流；预报 
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Progress of Soil Temperature Prediction Equation 

ZHANG Jianbin1, GAO Zhiqiu1, 2†, TONG Bing3, WANG Linlin2 

(1. School of Atmospheric Physics, Nanjing University of Information Engineering, Nanjing 210044, China; 2. State Key Laboratory of 

Atmospheric Boundary Layer Physics and Atmospheric Chemistry, Institute of Atmospheric Physics, Chinese Academy of Sciences, Beijing 

100029, China; 3. State Key Laboratory of Severe Weather, Chinese Academy of Meteorological Sciences, Beijing 100081, China) 

 

Abstract: Soil temperature (especially surface temperature) is a key physical quantity in the interaction between land and 

atmosphere, and plays a very important role in the earth system. Soil temperature prediction technology has always been the core 

scientific problem in land surface model, numerical weather prediction and climate prediction. This paper systematically reviews 

the research progress of soil temperature prediction equation, from the classical heat conduction equation to the heat conduction 

convection equation that takes into account the physical process of vertical movement of soil moisture, from the single sine wave 

approximation to the Fourier series approximation of the daily change of surface temperature, from the assumption that the 

diurnal change of convection parameters is constant to the consideration of its diurnal change, and emphatically summarizes the 

creation, improvement and solution of the soil heat conduction convection equation. Finally, this paper reviews the application of 

heat conduction convection equation in the study of surface energy balance, vertical movement of soil moisture, water flux, 
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earthquake and frozen soil heat transfer. At the same time, it is pointed out that the influences of soil water phases and plant roots 

on the heat conduction-convection equation are warranted for the future research of soil temperature prediction equation. 

Key words: Soil temperature; Heat conduction; Heat conduction-convection; Prediction 

土壤温度不仅在地表能量分配中扮演着重要角

色，而且影响着土壤物理和化学以及植物生长等过

程。因此，准确监测或预报土壤温度尤其是土壤表

面温度一直是大气、土壤、水文和生物过程数值模

型研发的重要环节。自从 2003 年，根据理论模型[1]

或半经验模型[2]，Gao 等[3]在半无限介质一维导热

方程的解析解[4]的基础之上，首次提出了土壤热传导-

对流方程，并通过 Laplace 变换推导出其数值解和利

用谐波方法获得其解析解。围绕这两个土壤温度方程

的分析和应用研究持续不断，并不断取得研究进展（包

括：土壤热扩散率的确定、土壤温度预报、近地层能

量平衡、土壤水垂直迁移和地震研究等）[5-19]。本文

将对这些研究进展进行系统总结。 

土 壤 温 度 预 报 直 接 影 响 陆 面 过 程 模 式 的 表

现。在陆面过程模型中，“强迫 -恢复”方法是核

心方程，而地表温度是最关键的诊断量 [20-22]。最

近 50 年来，随着观测数据的不断积累，土壤温度

预报的研究持续不断，并不断取得新进展。在浅

层地热应用、植物生长以及地表能量平衡中，通

过土壤的热传递非常重要。本文主要聚焦土壤热

传导-对流方程的创建、改进和求解，及其在不同

研究中的应用进行评述。  

1  土壤温度预报方程研究概述 

1.1  土壤热传导 

在前人基础上[4，23-24]，Gao 等[3]推导了土壤热传

导方程。由于分子传导控制着传输过程，他们用均

匀体中的傅立叶热传导定律来表示土壤中 z 深度处

的地下热通量 Qg（W·m–2），即，通量取决于土壤温

度梯度，如下所示： 

 
  g / ,Q T z             （1） 

 
其中，负号表示热流沿着温度梯度 /T z  向下， 为

土壤热分子传导率（W·m–1·K–1），T 为土壤温度（K），

z 为土壤的垂直坐标（正向下）。又基于 Garratt[25] 

的研究，忽略厚度为 z 的薄层土壤中的水平热传导，

假设土壤温度随时间的变化取决于流入和流出该层

的热通量的差异。他们通过对浅层土壤热量守恒的

研究，发现了表层土壤热通量 Q0 与土壤小深度热通

量 Qg 之间的关系，并用热力学第二定律得出了简单

的预测方程： 

 

g g/ / ,C T t Q z             （2） 

 
其中，左侧项表示单位体积土壤中随时间变化的能

量变化率；右边项是由于土壤中的分子传导而产生

的单位体积能量的净输入；t 为以秒为单位的时间。 

在此基础上，假设研究区域内的土壤具有（i）

各向同性和均质性，以及（ii）含水量随深度不变

或其变化对 Cg 和  的影响可忽略不计。此外，假

设能量交换仅发生在垂直方向上且方程（2）可简

化为固体柱内热传导方程，由此推导出了土壤热传

导方程，即： 

 
2 2/ /T t k T z     ，         （3） 

 
其中， g/k C （m2·s–1）为土壤热扩散率。 

1.2  土壤热对流方程 

热量可以通过传导、对流和辐射在土壤中传

递 [26-27]；然而，大多数土壤温度变化发生在地表附

近的浅层内[26]，辐射可以忽略。因此，土壤温度和

含水量的分布是研究土壤热性质的关键变量。为此，

在土壤热传导方程基础上，Gao 等[3]用 Qv 表示由水

的垂直运动引起的热通量，并假设液体渗透速率为

W（m3·s–1·m–2，正向上），将 Qv 表示为： 

  

v w ,Q C W T              （4） 

 
其中，Cw 为水的体积热容量（4.2 MJ·W–3·K–1），

为土壤体积含水量（m3·m–3），而 ΔT 为土壤中

水 温的垂 直差 （℃ ）。又 根据热 力学 第二定 律可

以得到：  
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g v/ / ,C T t Q z             （5） 

 
进而可以得到土壤热对流方程， 

 
/ / .T t W T z              （6） 

 

1.3  土壤热传导-对流方程的创建和求解 

假设土壤中热传导和对流是各自独立的物理过

程，Gao 等[3]合并热传导方程（3）和对流方程（6），

得到以下土壤热传导-对流方程： 

 

 
2

2
,

T T T
k W

t zz

  
 

 
        （7） 

 
方 程 （ 7 ） 左 边 为 土 壤 温 度 随 时 间 的 变 化 ； gC

（ gC c  ，  为土壤密度（kg·m–3））为土壤体积

热容（J·m–3·K–1），c 为土壤比热（J·kg–1·K–1），z 为

土 壤 的 垂 直 坐 标 （ 正 向 下 ）。 总 体 对 流 参 数

g/wW C C   ，w 为液态水通量密度（m3·s–1·m–2）。 

浅层土壤中 k 会随土壤深度的增加而变化。Gao

等[7]进一步考虑了土壤热扩散率的垂直不均匀性，

推导得到 w g/ /W k z C C     ，包括土壤总体热扩

散率垂直梯度（ /k z  ）和土壤中液态水通量密度

（ w g/C C  ）两部分。 

土壤热传导-对流方程的求解可以用谐波法和

拉普拉斯变换法。具体过程如下： 

1）谐波法 

基于 Hillel[28]的假设，Gao 等[3]将地表温度的日

变 化 视 为 一 个 纯 正 弦 函 数 ：   00z
T t T


   

sin ( 0)A t t   其中 T0 是一个常数，A 为土壤表面温

度 变 化 的 振 幅 （ ℃ ），ω 为 地 球 旋 转 的 角 速 度

（ 52 / 7.292 10p    rad·s–1）。在此边界条件下，土

壤热传导-对流方程可改写为： 

 

 

2

2

00

( 0, 0)
.

sin 0
z

T T T
k W t z

t zz

T T A t t

  
     


  ≥     

（8） 

 
我们通过一系列谐波运算得到方程（8）的解析

解为： 

  2 4 2 2
0

2 4 2 2

2
, exp 16

2 4

2
sin .

16

W
T z t T A W W k z

k k

t z
W W k






  
           

 
 
   

（9）          

 
方程（9）适用于上边界条件为随时间正弦变化

的半无限介质。土壤热扩散系数 k 和对流参数 W 可

通过测量 z1 和 z2 深度两个不同土层的土壤温度获

得，公式为： 

 

 

   

 

 

2 2
1 2

1

2
2 2

2 1 2 1
1

2 2

2 1 1
2

2 1 2 2
2 1

1

ln

ln

,

2 ln

1

ln

A
z z

A
k

A

A

A

z z A
W

A

A



   


 

 

  
  

                   


                              

（10） 

 
其中 A1 和 A2，Φ1 和 Φ2 分别为 z1 和 z2 深处土壤温度

的振幅（K）和初始相位（rad）。 

2）拉普拉斯变换法 

微气象和水文研究中，传统的假设是初始土

壤温度垂直剖面是恒定的，而不是随深度线性变

化。然而，在现实中，平均土壤温度可能会随着

土壤深度的增加而有所不同。Gao 等 [3]设定初始条

件  00
0

t
T T z z   ≥ ，其中 T0 为表面平均温度

（K），γ（ 0
1 1

n n
i

i
i i

T
T

z


 

   ，且 γ=0 是理想状态）为

土壤温度衰减率（K m–1），z 为土壤深度（m）。在

此基础上，他们将边界条件设置为与谐波法相同，

得到：  

 

  

 

2

2

00

00

( 0, 0)

,
0

sin 0

t

z

T T T
k W t z

t zz

T T z z

T T A t t









  
   

 

  


  

≥

≥    

（11） 
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通过设置 T=T*+T0-γz-γWt，应用拉普拉斯变换

方案，并设

2

** * 2 4

W W
z t

k kT T e


 得到： 

 

 

 
2

** 2 **

2

**

** 4

,0, 0

0, sin
W

t
k

T T
k

t z

t T

z T A t Wt e 

  
  


  



   

   

（12） 

 

然 后 对 T** 进 行 拉 普 拉 斯 变 换 ， 并 设

**T T    。 

在此基础上，他们通过一系列推导、运算得到： 

 

 *
0 ,T T z Wt T            （13） 

 

 

 

 
 

2

2
2

2 4

0

4
4

3/ 2
0

,
2

sin( )
d .

W W
z t

k k

W
z

k
k t

ze
T z t T z Wt

k

A W e
e

t




 


    




   

 




（14） 

 

1.4  土壤热传导-对流方程的改进和求解 

考虑到 W 取日平均值不能体现土壤水分垂直迁

移的日变化，Wang 等[29]将 W 的日变化考虑到热传

导-对流方程中，在 Shao 等[30]的基础上，用正弦函

数比较土壤上边界条件，建立了以下方程： 

 

 

   

 

    

2

2

1

0

sin( )

,0

,

,

0, sin 0
n

i i
i

T T T
k a b t

t zz

T z f z

T t T

T t T A i t t



 

   
  

 





  

   


 ≥

（15） 

 

令  *
1,T T z t T  可得到同性的边界条件，经此

变换上述方程、边界条件和初始条件变为： 

 
 

 

   

 

   

2

2

0 1
1

1

sin

0, sin( ), 1,2, ,

, 0

,0

n

i i
i

T T T
k a b t

t zz

T t T T A i t i n

T t

T z f z T



 

  









  
    


     


  


 

  .（16） 

 

经过不同推演（方程（17）-方程（35）的推导

请见附录），要得到  ,0V p ，需要确定  f Z ，即初

始时刻土壤温度廓线。如此，就要根据实际情况而

定，因为不同区域或者质地土壤温度廓线肯定有所

不同。 

最 后 根 据 傅 立 叶 逆 变 换 得 到 ，   2
,

π
V Z t   

 
0

, sin( )dV p t pZ p


 ，所以 

 

      1
0

2
, , sin( d .U z t V p t p x p t p



 
 

  

（17） 

 

所 以 ，  
2

* 1 1, exp
4 2

a t a z
T U z t

k k

 
    

 
 。 最 后

   *
1, ,T z t T T z t  。由于方程（36）是显式，因此

最后的结果  ,T z t 必是显式而非隐式。 

表 1 汇总了土壤温度的不同预报方程，及其边

界条件和解析解。 

2  土壤热传导-对流方程的应用 

土壤热传导-对流方程被应用于近地表能量平衡、

土壤水运动趋势、土壤水通量和地震研究中（表 2），下

面将分别阐述各个应用： 

2.1  在近地表能量平衡研究中的应用 

Gao[5]在
2

2

T T T
k W

t zz

  
 

 
的基础上提出了考

虑热传导-对流过程的地表土壤热通量计算方法： 

 

0 z g w
T

G G C k C W T
z


   


. 

   
（18） 
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表 1  土壤温度预报方程及其边界条件、初始条件和解析解 

Table 1  Soil temperature prediction equation and its boundary conditions，initial conditions and analytical solutions 

 
序号

No. 

方程 

Equation 

边界和初始条件 

Boundary and initial conditions 

解析解 

Analytical solution 

参考文献

Reference

1 
2

2

T T
k

t z

 


 
    00, sin( ) 0T t T A t t    ≥      0, exp / 2 sin / 2T z t T A z k t z k       [31] 

2 
2

2

T T
k

t z

 


 
 

  0, , 0T z t T z z  ≥  

   00, sin( ) 0T t T A t t    ≥

 

   

2

24
0 3 / 2

0

sin( )
, d

( )2

zt
k tz A t

T t z T z e
tk

  





   
  [23] 

3 
2

2

T T
k

t z

 


 
     00, sin 0

n

i i
i

T t T A i t t    ≥      0, exp / 2 sin / 2
n

i i
i

T z t T A z i k i t z i k         [4, 32]

热传

导方

程 

4 
2

2

T T
k

t z

 


 
 

  0, , 0T z t T z z  ≥  

     00, sin 0
n

i i
i

T t T A i t t    ≥
 

   

2

24
0 3 / 2

0

sin
, d

( )2

n zt
i i k ti

A i tz
T t z T z e

tk
 

 





   



 [23] 

5 
2

2

T T T
k W

t zz

  
 

 
     00, sin 0T t T A t t    ≥

  2 4 2 2
0

2 4 2 2

2
, exp 16

2 4

2
sin

16

W
T z t T A W W k z

k k

t z
W W k



 


  
            

 
  
   

[3, 7] 

 

6 

2

2

T T T
k W

t zz

  
 

 

 

  0, , 0T z t T z z  ≥  

   00, sin 0T t T A t t  ≥  

 
 

 

2 2

2

2 4 4

0 3 / 2
0

4

sin( )
,

2

d

W W W
z t tk k k

z

k t

ze A W e
T z t T z Wt

k t

e





    




 
   

 
[3] 

7 
2

2

T T T
k W

t zz

  
 

 
     0

1

0, sin 0
n

i i
i

T t T A i t t 


   ≥

  2 4 2 2 2
0

1

2 4 2 2 2

2
, exp 16

2 4

2
sin

16

n

i
i

i

W
T z t T A W W i k z

k k

i t z
W W i k



 




  
            

 
  
   



 

[33] 

8 
 

2

2

sin( )

T T
k

t z

T
a b t

z


  
 






 
   ,0T z f z  

  1,T t T   

   00, sin( ) 0T t T A t t    ≥

      
2

1 1
1 1

0

2
, , sin( d exp

4 2

a t a z
T z t T V p t p x p t p

k k

  
        

 [30] 

热传

导-对

流方

程 

9  

2

2

sin( )

T T
k

t z

T
a b t

z


 
 

 






 

   ,0T z f z  

  1,T t T   

    00, sin 0
n

i i
i

T t T A i t t    ≥

      
2

1 1
1 1

0

2
, , sin( d exp

4 2

a t a z
T z t T V p t p x p t p

k k

  
        

 [29] 

强迫-

恢复

方法 

10 

2

2 ,
T T

k
t z

 


 
 

T
G

z
  


 

   00, sin( ) 0T t T A t t    ≥

   d 2 0,

d
g

g
g

T G t
T T

t C d
    

T 通过以下方程求出    1/ 2
g

d
0, / 365π

d

T
G t C d

t
     

[20-22]
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续表 

 
序号

No. 

方程 

Equation 

边界和初始条件 

Boundary and initial conditions 

解析解 

Analytical solution 

参考文献

Reference

 11 

2

2

T T T
k W

t zz

  
 

 

 

 
T

G
z

  


 

   00, sin( ) 0T t T A t t    ≥  

   
g

d 2 0,

2d
g

g

T G t N
T T

kt M
C

N





       
 
 

 

T 通过以下方程求出    1/ 2
g

d
0, 365

d

T
G t C d

t
     

[8] 

 

表 2  土壤热传导-对流方程的应用 

Table 2  Application of soil heat conduction-convection equation 

序号 

No. 

应用对象 

Application object 

土壤深度 

Soil depth/m 

主要发现 

Major findings 

参考文献 

Reference 

1 地表能量平衡 0～0.05 
改进地表土壤热通量的计算，提升了地表能量平衡闭合度（从 0.7 

提升到 0.9） 
[5-6] 

2 土壤水运动趋势 0～0.20 首次发现热传导-对流方法可以捕捉沙漠土壤水月尺度的运动趋势 [10] 

3 土壤水通量/地震 3.2～25.4 

发现相位后移（ 1 2  ）和振幅衰减（（ 1 2/A A ）的空间变化特征与

该地区的温泉分布相一致，从而为青藏高原东缘断裂带的热液活动

提供了新的证据 

[16] 

4 土壤水通量/地震 0～20 
估计了附近两次大地震后地下水通量变化，揭示了两次地震的不同

水文响应 
[17] 

 
利用 1998 年 GAME/Tibet 试验那曲站数据，计

算了土壤热扩散率和对流系数，进而利用以上方程

计算土壤热通量，并将计算的土壤热通量带入地表

能量平衡方程中，发现能量平衡闭合度由 0.7 提高

到 0.9。 

利用土壤热传导-对流方程的解，Gao 等[9]对湿

润土壤和干土的土壤表面热通量和温度的日变化的

相位进行了理论表征和比较，发现自然土壤的表面

热通量和温度的相位差在 0 至 pi/4 之间；近地表能

量闭合度对土壤表面热通量振幅（A4）和净辐射振

幅（A1）的比值十分敏感，高的 A4/A1 比值导致近

地表能量闭合度差。 

2.2  在土壤水运动趋势研究中的应用 

基于土壤热传导-对流方程，Gao 等[10]确定了塔

克拉玛干沙漠站 0～0.2 m 土壤层 10 个月的热扩散

率 和 对 流 参 数 ； 并 通 过 对 比 对 流 参 数

（ / /w gW k z C C     ）及其两组分：热扩散率垂

直梯度（ /k z  ）和液态水通量密度（ /w gC C  ），

首次发现热传导-对流方法可以捕捉月尺度上沙漠

土壤水的运动趋势。  

2.3  在土壤水通量/地震研究中的应用 

基于我国川西断裂带基岩温度测量网络采集的

基岩温度数据，Liu 等[16]利用振幅和位相法计算了

该地区的土壤热扩散系数，定量研究了土壤温度日

振幅衰减（ 1 2/A A ）和相位后移 1 2  与土壤水分运

动的关系，进而认定相位后移（ 1 2  ）和振幅衰

减（ 1 2/A A ）之间的差异可以作为水运动或对流换

热的示踪剂。通过观测网获取的数据分析，他们还

发现（ 1 2  ）和（ 1 2/A A ）的空间变化特征与该地

区的温泉分布相一致，从而为青藏高原东缘断裂带

的热液活动提供了新的证据。由于热对流过程和热

传导过程一起影响着土壤温度周期振荡的相位和振

幅，因此可以从多深度温度的周期变化信号中导出

地下水通量的时间变化，从而能够识别地震引起的

流体流动变化。Liu 等[17]利用安装在青藏高原东缘

鲜水河断裂带的六个不同位置的 0 至 20 m 之间不同
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深度的高灵敏度温度传感器测量的五年基岩温度时

间序列，借助动态谐波回归技术提取了年振荡的时

变振幅和相位，估计了附近两次大地震后地下水通

量变化。从而揭示了两次地震的不同水文响应。这

是首次使用温度-时间序列量化受地震影响的地下

水通量连续变化。更深入地探索，可望在热流变化

中找寻地震前兆信号。 

2.4  在冻土热传输研究中的应用 

上述研究未考虑冻土的温度预报方程。冻土的热属

性与非冻土差异显著，冰的热扩散率（1.1 × 10–6 m2·s–1）

远大于液态水的热扩散率（0.14×10–6 m2·s–1）[34]。基于

青藏高原东部的两个站点的观测，Wang 等[35]评估

了冻融期通过添加土壤冰蓄热量和土壤冰相变潜热

对地表热通量估算的改进，发现冰的大体积热容量

和土壤冰相变潜热对土壤热通量的估算有特定的影

响。最近，Tong 等[36]利用青藏高原三个站点两层土

壤温度 3 年的观测数据，基于热传导-对流方程确定

了土壤热扩散率，发现非冻土热扩散率与土壤湿度

关系显著，然而冻土时二者关系发生变化。至今尚

未有很好的观测冻土热属性的方法。而冻土热属性

是研究冻融交替的土壤水热传输的必要参数，也会

通过影响土壤温度和含水量间接影响冻土温室气体

的排放。随着全球变暖的加剧，高纬度或者高原上

的永久冻土在转变为季节性冻土或者非冻土，对下

垫面和大气之间的热量和物质（水汽和温室气体等）

交换有显著的影响。未来需要在土壤温度预报方程

中加入冻土的影响，结合具体物理过程和观测，考

虑冻土时土壤热属性的时空变化，以提升土壤温度

预报方程在冻土时的表现。 

3  土壤温度预报方程的研究不足与展望 

相对经典的仅仅考虑了热传导的土壤热传导

方程，土壤热传导-对流方程考虑了更合理的土壤

热传输过程。然而，即使是物理过程和边界条件

等最完善的土壤热传导-对流方程 [29]，依然未完全

考虑全相态（液态、固态、气态）土壤水对热传

输的影响。此外，土壤中热传输方程一般是基于

裸土创建的，植物根系的影响鲜有考虑。然而，

除了少数下垫面，绝大多数的土壤中都含有植物

根系。因此，为进一步提升土壤温度预报方程表

现，下一步需要考虑不同相态土壤水和植物根系

对土壤热传输的定量影响。  

4  总  结 

综上所述，土壤温度预报方程从最初只考虑热

传导过程到热传导-对流耦合方程的创建和求解，边

界条件从一个正弦波演变为傅里叶级数，土壤介质

被视为均一到考虑土壤热属性随深度的垂直变化，

土壤温度预报方程不断发展，越来越接近真实土壤

的热传输过程。接着，我们阐述了热传导-对流的土

壤温度预报方程的在近地表能量平衡、土壤水垂直

迁移、地震和冻土研究中的应用。同时指出，土壤

热传导-对流方程下一步还需要考虑全相态的土壤

水和植物根系的影响，进而将更加完备的土壤预报

方程耦合入天气和气候模式，旨在提升模式表现。 

附录：土壤热传导-对流方程的求解过程 

为 了 去 掉 方 程 中
*T

a
z




项 可 做 如 下 代 换 ， 令

   * , expT U z t mt nz  ，则 

 

 
*

exp ,
T U

Um mt nz
t t

       
 

 

 
*

exp ,
T U

Un mt nz
z z

       
 

 

 
2 * 2

2 2
exp ,

T U U U
n n Un mt nz

z tz z

                
 

将 以 上 三 方 程 代 入
* 2 *

2

T T
k

t z

 
 

 
 

 
*

sin
T

a b t
z

 



， 

同时方程左右两边同除  exp mt nz ，得 

 

 
2

2
2

2 sin

,

U U U
Um k n Un a b t

t zz

U
Un

z


   

         

   
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整理后 

 

   

2

2

2

sin sin

2 ,

U U U
k b t Unb t

t zz

U
nk a U kn an m

z

   
   

 


   



   （19） 

 

故 
2

2 0

0

nk a

kn an m

 


   

， 

得：
2

a
n

k
  ，

2

4

a
m

k
  。 

故令  
2

* , exp
4 2

a t az
T U z t

k k

 
    

 
，则 

 
* 2 2

exp
4 4 2

T U a a t az
U

t t k k k

    
             

， （20） 

                                         
* 2

exp
2 4 2

T U a a t az
U

z z k k k

              
， （21） 

 
2 * 2 2 2

2 2 2
exp

4 24

T U a U a a t az
U

k z k kz z k

     
              

，（22） 

 

因此，            

 

 

2 2 2

2 24 4

sin ,
2

U a U a U a
U k U

t k k zz k

U a
a b t U

z k


   
        

    

 

 

继而， 

 
2 2 2

2 2

2

2

2

24

sin( ) sin( )
2 4

sin sin ,
2

U U a U a U a
k U a U

t k z z kz k

U a a
b t b t U U

z k k

U ab U
k t U b t

k zz

 

 

    
          


 



        

（23） 

则方程（16）变为， 

 

 

   

 

   

2

2

2

0 1
1

1

sin , sin
2

0, exp [ sin( )], 1, 2, ,
4

, 0

,0 exp
2

n

i i
i

U U ab U
k t U z t b t

t k zz

a t
U t T T A i t i n

k

U t

az
U z f z T

k

 

 


          


 
       

 


 

         

  ，    

（24）    

 

为了进一步简化方程需去掉方程中 sin
U

b t
z

 


项，引进一长度以 m 为单位的参数 

 

   1
0

sin 1 cos
t b

p t b tdt t 


   .  （25）            

 

令  1Z z p t  ，得到  ,U z t U  1 ,Z p t t     

 ,V Z t 。 

对 U 和 V 对 t 求偏导，可得 .
U V V Z

t t Z t

   
 

   
由

此可以得到 

 

 1 sin
p tU V V V V

b t
t t t Z t Z


    

   
     

，（26） 

 

同样有，  

 

2 2

2 2

U V

z Z

U V

z Z

    

    

，          （27） 

  
因此，结合方程（26）和方程（27），方程（24）

变为， 

 

 

    

 

   

2

2

2

1 0 1
1

1
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2
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4
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2

n

i i
i

V V ab
k t V Z t

t kZ

a t
V p t t T T A i t i n

k

V t

aZ
V Z f Z T

k






         


 
       

 


 

         

  ，

（28）  
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上式可通过正弦傅里叶变化求解。因此对方程

和初始边界条件做关于 Z 的正弦傅里叶变换，即 

   
0

, , sin( )dV p t V Z t pZ Z


  ，    （29）  

其中，p 为傅里叶变换参数。通过此变化，结果变

为初边值的常微分方程， 

    

       

     

2
2

0 1
1

1
0

d ,
sin , exp sin( )

d 2 4

,0 exp sin d
2

n

i i
i

V p t ab a t
kp t V p t kp T T A i t

t k k

aZ
V p f Z T pZ Z

k

  




                    

        













       （30） 

为了求解方程（28），我们首先用分离变量法求

解齐次方程，显式解析解表示为 
 

 

 

2
3

2
3 1 2 3 4

exp( cos )

exp( cos )

V kp t b t M J c

kp t b t V V V V





     

     ，
 （31） 

其中， 

2
1 1 2 2 2

1 2

sin( ) cos( )
exp( )

( )

n
i i i i

i

b A i t i A i t
V b b t

b i

    


  



 ，

（32） 

 

   2 1 3 2 2
1

cos sin
n

i i
i

V b b V i V i 


    
  ， （33） 

        
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2 22 2 2

2

2
22 2 2

2
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sin[ 1 1 cos[ 1

2 ( 1)
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sin[ 1 1 cos[ 1
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i i
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V i b A i t i A i t

b i

b t
b A i t i A i t

b i

  


  


        

       
，

          （34a） 
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  


  


        

       
，

          （34b） 

4
3 2

2

exp( )
b

V b t
b

 ，         （35） 

 

2
4 4 3 2 2 2

2

cos( ) sin( )
exp( )

b t t
V b b b t

b

  



 


.（36） 

 

当 0t  时， 

 

         1
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2
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则， 
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       1 2 3 4

exp ,0
2

,0 ,0 ,0 ,0

ab
c V p

k

V p V p V p V p


   
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其中， 

     1
0

,0 [ ]exp sin p d
2

aZ
V p f Z T Z Z

k


    
  .（37）    
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